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PROLOGO

Pronto se cumplirdn 20 afios desde mis primerassckasla Facultad de Ciencias del
Mar de la Universidad de Cadiz. Por aquel entoross;atedraticos Luis Tejedor y
Paco Lopez Aguayo decidieron asignar la docencla dsignatura de Ingenieria de
Costas a un joven ingeniero de caminos del Es@idmpre les estaré agradecido por la
confianza que me mostraron al principio, al pemmi& acceder al gratificante mundo de

la ensefianza, y por la desinteresada amistad @meunonraron después.

La pretension de este libro es de convertirse gm@actico, con poca teoria y muchos
ejercicios resueltos que intenten clarificar loscaptos basicos precisos para entender
los rudimentos de la ingenieria de Costas. En algoasos, se incluyen incluso las
herramientas matematicas necesarias, aspectargstescindible hoy en dia en que no
se exige un bagaje fisico-matematico minimo paraicatarse de algunas carreras de
ciencias. Pese a no profundizarse en los desatedwicos, la experiencia ha
demostrado que los alumnos interesados tienentgada la adquisicion de los
conocimientos minimos para seguir con aprovechammralquier curso posterior de

perfeccionamiento.

Este manual surge como una necesidad tanto paatulosios de Ciencias del Mar que
no pueden asistir a clase como para todos aquglsan obtenido su titulo en el
extranjero y quieren convalidarlo por el de CCMMnerestro pais (la asignatura de
Ingenieria de Costas forma parte del grupo de matde las que les es obligatorio
examinarse). Esta primera parte publicada, que mndp el oleaje regular, se vera
continuada, Dios mediante, por otras que introduat@studio del oleaje irregular,
propagacion, diques y regeneracion de playas etrye temas. Para ello espero contar,
como hasta hora, con la inestimable colaboraciGdal@na e Isabel que tuvieron la
amabilidad de redactar las notas y apuntes de gldselorge, un artista del tratamiento

de figuras.

No quiero acabar estas breves lineas sin un reitoiento especifico a los profesores
gue desinteresadamente intentaron instruirme eart@os de este fascinante campo.

Mi gratitud personal para Agustin Sanchez ArcitldaPolitécnica de Barcelona, Radl
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Medina, Miguel e Ifigo Losada y César Vidal en @ang, y para tantos otros que no
menciono por no hacer demasiado extensa la listadd ello sin olvidar a todos

aquellos, jefes o subalternos pero siempre compaffeamigos, que me ensefaron el
oficio. Cualquier cosa buena que se encuentreterile sera fruto de sus desvelos.

Los mas que probables fallos y gazapos son Unidandermi propia cosecha.
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TEMA 1. HIDRODINAMICA BASICA

1.1 INTRODUCCION

La Hidrodinamica vendria a estar relacionada etimol6gicamente @sifiderzas que
producen el movimiento del agua. En general, seea@ cualquier fluido liquido,
estudiando asi mismo las interacciones entre dialto y los contornos que lo limitan.
El fundamento de toda la mecanica de fluidos dsgatesis del medio continuo:el
fluido es continuo a lo largo del espacio que ogcugaorando tanto su estructura
molecular como las discontinuidades asociadas a. &t este modo, se puede
considerar que las propiedades del fluido (presttamsidad, temperatura, etc.) son

funciones continuas.

Recordemos antes que nada que los fluidos somsiagague se adaptan a la forma
de los recipientes que los contienen. La diferepdiacipal entre liquidos y gases es
que los liquidos son practicamente incompresibleésu densidad es casi constante),

mientras que en los gases no se pueden despeeciarlaciones de densidad.

1.2 MOVIMIENTO DEL FLUIDO

El movimiento de un fluido viene dado por un campotorial de velocidades™y

un campo escalar de presiones “p” en cada puntmideho.

La representacion del movimientode un fluido puede realizarse mediante los
planteamientos deagrangeo Euler. El planteamientbagrangiano se basa en seguir a
una particula fluida determinada (como si tifiérarmasna particula en particular) y
observaramos su movimiento a lo largo del tiempasc@remos pues unas funciones

que nos den la posicién, asi como las propiedaeleéctia particula en cada instante:

v =9(x.1) (1.1)

Donde % es la posicion de nuestra particula a lo largdieeipo
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Por el contrario, la descripci&uleriana no esta ligada a las particulas fluidas sino
a los puntos del espacio ocupados por el fluidoe&a descripcion estudiaremos el
valor de “v” y “p” en un punto determinado del esipay su variaciéon a lo largo del
tiempo, despreocupandonos de la particula fluida gecupa dicho punto en cada

instante.
vV =V(%,,t) (1.2)
Donde X, es la posicion de nuestro punto de interés, fiplargo del tiempo.

Este criterio es el mas usado en ingenieria puggtgormalmente resulta el de mayor
interés. Por ejemplo, querremos conocer la altarala o la energia en un punto de un
dique para saber si el bloque disefiado es establen la corriente en un punto de la
playa para calcular el transporte potencial densediio, o si la erosién alcanzara la
cimentacion de una estructura, etc. Por ello, trphe este momento siempre

supondremos que utilizamos la descripcién Euleriana

1.3 LEY DE CONSERVACION DE LA MASA (M=cte.)

Para encontrar las ecuaciones que rigen la mecdeiflaidos aplicaremos lasyes de

conservacion de la masa y de la cantidad de movimi®.

Definiremos la mas# de un cuerpo como un numero caracteristico sugoeyse
obtiene comparandolo con otro cuerpo patron enbatenza. Consideraremos que esa
masaM permanece constantdNo ocurre lo mismo con el peso de dicho cuakpgue

sera funcion de la gravedgdlel lugar en que se encuentre (W=M-g)

Dada la complejidad del problema cuando tratamaosucofluido, intentaremos aplicar

algunas hipotesis que simplifiquen las ecuaciorfesiiiten obtener su solucion.

! De acuerdo con la teoria de la Relatividad, laaMsiumenta con la velocidad v , pero sélo de naaner
perceptible cuando dicha v es cercana a la dela lu

M =
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12 Hipodtesis:Dado que estamos en Ingenieria de Costas estudisrsuperficies del
mar relativamente pequeias y podremos suponerlagwensidad ¢) permanece
constante (fluido incompresiblej. Como la densidad es igual al cociente entre la

masa (M=constante) y el volumen (V), entonces klmen también es constante:
. M
Sabiendo que ZV’ p=cte y M=cte— V =cte.

22 Hipotesis Observando el mar desde un avion y con buen tielopdrentes de onda
son paralelos entre si. Ello nos permite suponesistema bidimensional (2D) Para
ello, asignaremos un sistema de referencia norooal nos ejes perpendiculares entre
si) de modo que el eje X sea el de avance de lg®lgperpendicular al frente de onda),

el eje Y paralelo a dicho frente, y el eje Z sénéeetical.

frentes de onda
Y

/

X  sentido de avance

Figura 1.1 Sistema de referencia para las ondas

Supondremos, por tanto, que en este sistema demei@ no hay variaciones en el eje
de las Y, es decir:

oy (1.3)

2 Esto no seria posible en Oceanografia, dondetsgi@s los movimientos de masa de agua entre
continentes (v.g. la corriente del Golfo). La ddasi del agua de mar depende de la salinidad, de la
temperatura y, en menor medida, de la presionigvemestion resuelta 1.7)

9
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Asimismo, al tratarse de un sistema bidirecciorelntbvimiento en el plano XZ, la

velocidad en el sentido de las Y sera nula. Elarestlocidadv, vendria expresado en

tres dimensiones (3D) como:
_ oy~ 0z-

—,—,—) O bien v:uT+vT+WR:%i”+_j+_k
ot ot ot ot ot ot

—

vV =(u,v,w) = (
Admitiendo flujo bidimensional

v-(u,O,W)—(at ,O,Gt)—w + wk (1.4)

Ejemplo 1.1 Establecer la ecuaciéon de continuidad en un fluidacompresible

simplificando a dos dimensiones.

La ecuacion de continuidad corresponde a la ecuadi® conservacion de la masa (M
= cte =p-V); si la densidady| es constante, entonces un volumen de fluido uieaky
también permanecera constante. Elegimos como volg@eontrol uno como el de la
figura 1.2, con una geometria facil de operar. Bsvolumen paralelepipédico,

diferencial, de dimensiones dx, dz en las dire@3soky Z,y 1 en el eje de las Y.

dV =dxAdz=dx[dz

Puesto que en un fluido bidimensional el campoediecidades viene expresado por
V = (u,w) =ui +wk

Entonces, el fluido que se mueva a su través l& ban las velocidades consignadas en
la figura. Si, por ejemplo, u es la velocidad care @l fluido entra en el volumen de
control en el sentido del eje X, cuando sale pastta cara (separada una distancia dx)

habré variado un poco, un diferencial de u, esto es

u+du=u+a—ude
o0x

Y de modo similar la velocidad w en el eje Z

10
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Si dV= cte, entonces el agua que entra tiareesgr igual al agua que sale:

u mz+wmx:(u +a_uij mz+(w+a—W mzj Calx
1) 0z

uldz+wldx=u Edjz+g—utdxmz+wmx+g—w [alz[dx
X Z

(@ +0_vvj [dlz[Mx=0
ox 0z

cw
Wi.—.dz

-
it

— | gy 1+ — ¥
dz = W (:"1:‘

clx

Figura 1.2 Volumen de control para establecer laaton de continuidad

Obtenemos la ecuaciéon de continuidad

a_U_l_a_VV:O

ox 0z (1.5)

Expresada de otro modo como que la divergencizam®po de velocidades es nula

11
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(8 ) fu)_
DW_(&’O_ZJEEWJ_O (16)

1.4 LEY DE CONSERVACION DEL MOMENTUM O DE LA CANTIDAD
DE MOVIMIENTO

En ausencia de fuerzas exteriores, el momentumtalad de movimiento de un
sistema aislado de particulas permanece cons@intgemanera de expresarlo es la 22
ley de Newton: La variacion con el tiempo de latickad de movimiento de una
particula es proporcional a la resultante de fisegzee actian sobre ella y tiene la
direccion de ésta.

dt (1.7)

Operando y puesto que M=cte:

Zlf=d—MBV+M o
dt dt

dt

Ejemplo 1.2Establecer las ecuaciones de Navier-Stokes en wdé incompresible

simplificando a dos dimensiones.

Elegimos un volumen de control similar al del ejemip1, donde hemos ubicado todas
las fuerzas posibles: las volumétricas como el pedas superficiales (normales y

tangenciales).

El peso W tendra so6lo una componente en el ejasi€ | siendo negativa por ser su

direccion hacia el centro de la Tierra. Su valor&e

W=-M [ =-plV [{ = —p LxA Mz = —p [ ixHzk

12
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Las fuerzas normales o perpendiculares a las cdeds/olumen de control se obtienen
recordando simplemente la definicion de presion.eEnaso de la cara perpendicular

al eje X situada a la izquierda
dF, = pldz1= pldz

Igual a como vimos en el ejemplo 1.1, la fuerzacaph en la cara paralela a ésta y

ubicada un dx a la derecha, habra cambiado un diferal de p

dFg.ex = (p+dp)m2=(p+?mxj [dz
X

Las fuerzas de presion en el eje de las Z se atide manera similar.

Lasfuerzas tangencialeson proporcionales a una caracteristica del fluidonada
viscosidadv , que consiste en oponerse precisamente a sucligodo se le aplica una
fuerza. Los fluidos de alta viscosidad (como eltag@resentan una cierta resistencia
a fluir; los fluidos de baja viscosidad (como elbag fluyen con mayor facilidad. Por
tanto, cuanto mayor sea la viscosidad de un fludayor tendra que ser la fuerza

tangencial que tendremos que efectuar para arrakira

Esas fuerzas viscosas son proporcionales al graelide velocidad (o a la rapidez
relativa entre las capas de fluido) si el flujolasinar. En cambio, son proporcionales

al cuadrado de dicha velocidad relativa si el fl@s turbulento.

En nuestro caso, suponiendo flujo laminar,
F, =v B((j—u [dx y de modo similar F,, =v Bilvmz
X y;

Las componentes en X y Z de la ecuacion de corgénvde la cantidad de movimiento

quedan como sigue:
> Fy =M %J D> F, =M B‘jjlt"

Sustituyendo con los valores de la figura y derd@aaplicando la regla de la cadena)
13
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(20 -, = pra{ 20 £ 20 2, 20 )

ox dt o0z dt ot dt
Simplificando, encontramos por fin las ec’s de Me8tokes en 2D

op ou .
(a mxjmz Fy = pmxm{_erEmHEj en el eje X (1.8)

op ow ow
(6 mzjmx F., — pLgLtix[dz = pmxm{—m+gm+aj enelejeZ (1.9)

dz piz * [p+% .::t’x] dz

2o
i,

Figura 1.3 Volumen de control para conservaciéradeantidad de movimiento
Ejemplo 1.3Establecer las ecuaciones de Euler.

Hemos visto que las ec’s de Navier-Stokes son mjnio de ecuaciones en derivadas
parciales no lineales para las que no se disponerdesolucion analitica en general.
Normalmente, habremos de recurrir a soluciones migag aproximadas. Sin
embargo, si aplicamos las ecuaciones anteriorasab particular del agua, podremos
simplificar las ec’s de Navier-Stokes. Supondrequslas fuerzas viscosas son
despreciables, dada su relativa escasa importa(®@iddipotesis)

14
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Fox =uB‘|;—uE:Ix=O y de modo similar F,, :uBilvmz: 0
X z

Simplificando:

(ap mxj [tz = pmxtdz(—m +@Wv+%j
0 0z ot

(apmzjmx p g Lex[dz = p Cdx[dl a—Wm+a—wﬂlv+a—Wj
0 0X 0z ot

Operando, obtenemos las ec’s de Euler

p[axj ( %’LW%%J (1.10)

_;(azj [ %+W%+atj (1.11)

Ahora disponemos de 3 ec’s (las dos de Euler judo la de continuidad) y 3

incégnitas: las velocidades (u,w) y la presion p.

1.5 FLUJO POTENCIAL

Todavia pueden simplificarse mas las ec’s de coigkan y de Euler adoptando la teoria
del potencial. Para ello asumiremos una 42 Hipgt&ipondremos que el campo de

velocidades (un vector) proviene del gradientergefuncidon potencial (un escalar):

dp 0@
V= ( ) Uip= (a aj (1.12)

Matematicamente, es lo mismo que decir que elimtatdel campo de velocidades es

nulo. Es decir:

V=0Ulg « rotl¥ =0xv=0 (1.13)

15
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Y ello equivale a afirmar que el laplaciano del parde velocidades es nulo

’p 0°p
—M2py=" ¥ Y ¥_
Alp=0"9¢ axz+azz (1.14)

En cuanto a las 2 ec’s de Euler, se transformda ea de Bernouilli
2 2
g &+£+1|:(6_¢j +(3_¢j }+a—¢:
z

p 2|\ 0x ot
(1.15)
Donde ahora disponemos de 2 ec’s (Laplaciano ydéinpara encontrar 2

incognitas: la funcidn potencidl y la presiom.

Ejemplo 1.4. Demuestra que la ecuacion de contiraddequivale a la de Laplace cuando se

adopta la Teoria del Potencial.

Segun la ecuacion de continuidad (1.5):

ou ow

OW=—+—=0
ox 0z
Puesto quer =@ , entonces
u =%,W= 9¢
ox 0z

Sustituyendo encontramos:

2 2
i(a_(pj+i(a_(pj:a_(p+a_:o
ox\ox) 0zldz) ox 02

Es decir, la Ecuacién de Laplace:

Ap=0%p=0

16
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Ejemplo 1.5. Demuestra que en un fluido irrotacionkas derivadas parciales cruzadas

del campo de velocidades son iguales

rot W =[0xV = =(000)

s %|o)>~—¢

i
9
oy

Vv

c %|cv—-¢

Recordando que estamos considerando un flujo bitbioeal (aayz 0, v=0), el

inico menor no nulo del determinante seré el deolaponente en |

i J kK i ]k
otw=|L & 9| |9 o 9| ,—(a—w—@zj,o (0,0,
ox 0y 0z 0 X 0z 0x 0
u v w u 0 w
o , . : ou _ow
Por consiguiente, las derivadas parciales cruzasiaslgualesa— =6_
2 Ox

Ejemplo 1.6. Encuentra la ecuacion de Bernoulli gendo de las ec’s de Euler

Recordemos en primer lugar la expresion de las eéonas de Euler:

PR

P\ 0X z ot
_1(@j_g=[u5@v+wﬂv+a_wj
p\ 0z 0X 0z ot

Por otra parte, si se cumple que existe una fungétencial tal que v =0T0¢,

entonces el flujo de velocidades es irrotacionador, tanto (ejemplo 1.5)

ow _du

0x 0z

17
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Sustituyendo en las ec’s de Euler, obtenemos:
FEARGRE 2
,0 0x 0x ox ot

SR

Integrando respecto a z la segunda ecuacion:

, j—%(@jmz—jgmzzj( B3L+wBaL+ atj

0z 0z 0z

Puesto queo y gson constantes, y operando en el término de lactare

_%_gg I( (2)+15‘?(W2)+3(%’sz

2 0z 2 0z ot\ 0z

D gor= Lk e [ 2[29)

0 0 ., :
Recordando que = —¢,W = —¢, obtenemos la ecuacién de Bernoulli

X 0z

2
RIS
,0 ox 0z ot

Integrando la primera ecuacion de Euler respect® hubiéramos obtenido el mismo

resultado haciendo que la constante de integraviliera g-z.

18
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1.6 CUESTIONES RESUELTAS

1.1.¢Cual es la interpretacion fisica del rotacional dea campo vectorial?

El rotacional de un campo de velocidades muestra la tendencidiat® campo
vectorial a inducir rotacion alrededor de un puiormalmente, el rotacional da cuenta
de la existencia de "remolinos" en un campo veaitoBin embargo, puede haber casos
en que el rotacional de un campo alrededor de ntomea distinto de cero y ello no
suponga necesariamente rotacion. En cambio, udofldonde veamos girar a las
particulas no puede tener un rotacional nulo yt@oto, no seria correcta la aplicacion

de la teoria del potencial.

1.2.¢ Es irrotacional el flujo de un fluido en una tubéa?

El campo de velocidades de un fluido que circulayma tuberia (conocido como perfil
de Poiseuille) posee un rotacional no nulo en tpdates (salvo en el eje central), pese
a que la corriente fluye en linea recta. Si colacérs una rueda de paletas infinitamente
pequefia (para que su presencia no alterara el) fallservariamos como giraria
(excepto en el eje) debido a la diferente magrdeitbs vectores velocidad a uno y otro
lado.

maolinillo

% O

- eje

* G

Figura 1.4 Esquema de flujo en tuberia con rotaaloro nulo

19
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1.3.¢,Como es el rotacional en un disco que gira con wedocidad angulaiw?

En un campo vectorial que describa las velocidédeales de cada parte individual
de un disco que rota, el rotacional tendra un vedmstante en todas las partes del

disco.

= |

Figura 1.5 Rotacional en un disco que gira coroeilad angular constante

La posicién de un punto cualquiera del disco Pevigada por
P(x,y) = (r [cosd, r [3erd)

La velocidad v en dicho punto sera perpendiculaadibvector y tendra un maédulo

20
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dondew es la velocidad angular y no debemos confundatala componente de

la velocidad en el ejgque es nula
V=(uv,w=(-rwsed, fwlod,Q

Calculemos el rotacional del campo de velocidades

P 7 kK| [T ] K

rotlj[i:D><\7:i 9 9| |9 9 0= o,o,ﬂ_@
ox dy 0 ox 0y o0x 0y
u v w |u v O

Puesto que y vson funciones dey 6, veamos primero como calcular las derivadas
parciales respectojaey. Para ello derivaremos las ecuaciones de posuédta

particula.

X = r [t0osH y=r [serd
. 0
Derivando respecto a x, 5()
X

or
o0x

_or

1= =—
()4

[¢0os@ +r-(—send) 99 [(serd +r -cosﬁ-%
oX oX

Multiplicando a la primera ec. por dbg a la segunda por $&n

cosd = or [0S 8 +r-(—serd [tosH) Baﬁ 0= o [erfd +r-cosf-serd Baﬁ
0X oX oX oX
Sumando ambas ec’s
or . or
cosd = — [{cos’ 8 + sertd) Es decir — =coséd
[0) [0)

y sustituyendo

21
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0 = cosd Berfd+r-(serd [£0sH) BZ—H
X

O=send+ r% de donde se deducgg = —E sernd
0x o0x r

De manera similar, derivando respecto a 6' X
EY

ﬂzserﬂ %:1&030

oy ay r
Ahora ya podemos calcular

ov_ou _o(r lkosh) _o(-r [Serd)
ox oy 0X oy

= or [ew[EtosE + r [ew[([—send) 4 +6_r Lew[Serd +r [wl{cosh) Baf =
ox ox oy ay

= cosf [wltosd + r [wl{—serd) [é_—l Eﬁerﬂj + serf [wl$erd +r [wl{cosH) E—% [¢osd =
r r

= w(cof 6+ senz6?)+ a)(serf6+ cos’ 6) =wt+w=2[W

Luego el rot ¥ = (0,02 &)

1.4.¢ Es irrotacional el flujo de vehiculos en una autsfa rectilinea?

En una autopista rectilinea en la que sélo hubielacidadu en la direccion de las

X,y el eje de las Y fuera el transversal a laaddg el rotacional valdria

rotlW=0xv=

c%|cv—¢
o%|oﬁ—-¢
o o X
I

o

o
@|IQ.»
< |
N—

22
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Si los coches estuvieran parados o circularan tadwos la misma velocidad
entonces no habria variacion transversal de lecidd y el flujo seria irrotacional.
Por el contrario, el rotacional seria no nulo 8 koches circularan a distinta

velocidad por cada carril

1.5.Expo6n algunos casos donde el agua del mar no semimpresible y cual seria la

consecuencia

Todas aquellas situaciones en las que el aguaasme&eclada con el aire: la rotura
del oleaje, la cavitacion producida por las héldesina embarcacion... La hipotesis
de densidad constante la utilizamos al establececuiacion de continuidad por lo
gue en caso de no ser cierta, ninguna de las engscide este capitulo serian

validas.

1.6.¢Puede variar la densidad del agua del mar a logardel dia en un mismo

sitio?¢ Por qué?

La pleamar puede traer agua de diferente temparaturpor tanto, diferente
densidad. En Gravesend, por ejemplo, donde laasrecie la marea trae agua mas

templada, la densidad es de 1.019 en pleamar ¥ £fdbajamar.

1.7.Busca datos sobre la salinidad/densidad del aguaiarmar frio y otro mas calido

y explica la diferencia.

La densidad es directamente proporcional a la idalin pero inversamente
proporcional a la temperatura. Asi, un descendsf geiede incrementar la densidad
en un 1 %o.. Por otra parte, cuanto mas caliente edstagua del mar, tanto mayor
sera su evaporacion y su salinidad por consiguidtiteefecto de la presion es
menor, un 1% por cada 20 atmdésferas o 200 metrgsinAs valores de salinidad
pueden consultarse en la tabla adjunta
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Nombre del Mar Salinidad (%o)
Rojo 40
Mediterraneo 38
Negro 18
Béltico 8

Valor medio de los océanos 35

1.8.Consideremos un dominio fluido en reposo. Un trea dlas de pequefia amplitud
es generado. Demostrar que si el fluido es irrotawl la velocidad horizontal u
en las proximidades del fondo es aproximadamentedependiente de la

coordenada vertical z

i ]k
rot\A/:(Dﬁ/):i 0 9]_fowow_odu _odu)_
X 0y 97 \dy dx 0z ay
u 0 w
Como se trata de un flujo bidimensiongk =0, entonces: ow_ou =0
oy ox 0z

El fondo del mar puede ser de un material impebheeano. Si no lo es, las fisuras
en la roca o los huecos intersticiales entre grastagan llenos de agua. En cualquier
caso no puede haber flujo hacia el interior detgta. Es decir, en el fondo (condicion

de contorno)

w=0| __d:@=0
= 0z

Por lo tantou es independiente deen las proximidades del fondo (g.e.d).

24



Juan José Mufioz

TEMA 2. ONDA DE AIRY O
DE PEQUENA AMPLITUD
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TEMA 2. ONDA DE AIRY O DE PEQUENA AMPLITUD

2.1 INTRODUCCION

Una de las razones practicas que justifican eldestilel oleaje es la energia liberada
durante su proceso de rotura. Dicha energia egimgigml causante de diferentes
fendmenos que configuran la linea de costa tale®da erosion de los acantilados, los
cambios en la forma en planta y perfil de las @aya inestabilidad de escolleras y

bloques de diques y espigones, la destruccionfaeestructuras, etc.

En la figura 2.1 puede apreciarse la energia a@daupor las distintas ondas en
funcién de su frecuencia. Vemos, por ejemplo, gesepa que los tsunamis tienen
mayor potencia (liberan mas cantidad de energimemor tiempo) son relativamente

poco frecuentes. Ello implica que sean las olasitgtarias las que acumulan mayor

energla.
Periodo T (seg) 24h 12h 5 min 30seg 1 seg 0.1 seg
a | |
1. | I
Tipo de Vo i | Infra- ] de | Ultra- ! .
Onda : | Largo periodo II gravitatoria) gravedad | gravitatoriai Capilar
—_— i
Causa - *W—;—lr Tormentas-maremotos v—-—I—--I | : ||
- ] I I
Origen ., - Sol-Luna .—-: }—:: ; Viento 1 : A
_— | | ! |
| I
P * | L ?
| i ! | ! !
Lo ; ! : '
Ty 1 t H I
o 1 ' l I
[ | | |
[ | | !
a] [ 1' : | :
g P , I ' !
: | | ' | i
= 1 | : |
I 1 i
i ! |
1 I 1
1 1 |
e | 1L L ] 1 I 1 1
10°6 1078 ol i0°? 1072 10~ 109 10! 102

Frecuencia f=1/T (herzios)

Figura 2.1 Distribucion de la energia de las olaw frecuencias (abajo) y periodos (arriba)En

el eje vertical denominacién, y fuerzas generadorastauradora principales.
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De este modo, las olas se diferencian en funciésudeecuencia en ondas de marea
(con periodos de mas de 12 horas), tsunamis (deofds a 5 minutos entre dos olas
consecutivas), ondas infragravitatorias tambiénocimas como ondas de grupo (con
periodos de 30 segundos a 5 minutos), ondas gi@vés (con un periodo de entre 1
hasta 30 segundos), ondas ultragravitatorias (HeaQ, segundos) y ondas capilares

(<0,1segq). Cabe recordar que bajos periodos indiltas frecuencias.

Cuando la tormenta que ha generado el oleaje geen@mos en la orilla se encuentra
alli mismo, las olas vienen entonces de diversascibnes y tienen diferentes alturas y
periodos. A este tipo de oleaje cadtico le llamaremnie tipo SEA o de tormenta y no
puede ser abordado analiticamente. Por el contrgirios vientos estaban actuando a
cientos o miles de kilbmetros, las olas puedenestado viajando durante dias por la
superficie del mar y eso les ha dado tiempo pasifidarse por su velocidad. Es el
oleaje que vemos en la playa un dia “bueno”, treleesndas similares con parecido
periodo y altura de ola. A este tipo de oleajeessohoce como SWELL o mar de fondo

y si puede estudiarse de manera analitica.

El modelo matematico de la Onda de Airy, tambiémocado como el de las ondas de
pequefia amplitud u ondas sinusoidales, es uno slaldomayor aplicacién en la
ingenieria de costas, debido a su sencillez y faglicacion. Posteriormente,
estudiaremos cuales son las hipotesis en las qbassey que limitan su campo de
validez. Veremos que cerca de la orilla los redokaobtenidos con la Onda de Airy
dejan de tener una completa fiabilidad. Para easss; se han desarrollado otro tipo de
modelos: Stokes, Cnoidal y onda solitaria, entresptque se presentan en el capitulo 3
de Otras Ondas.

2.2 ELEMENTOS DE UNA ONDA

Empezaremos examinando los diferentes elementasalenda de Airy, introduciendo

la terminologia utilizada para su descripcion y gegresenta en la figura 2.2.

27



Juan José Mufioz

Direccion de propagacion de la onda

&
-

L

cresta

PN
. ~- h

seno
H=2-A alturade ola

h T periodo NMM nivel medio del mar
A amplitud H=Acos B elevacidn de la onda sobre el NMM
X Z ejes de coordenadas B=kx — wt fase
Fondo z=-h L Longitud de onda k=2m/L numero de onda
] ¢=L/T  celeridad de onda o =2n/T frecuencia angular

Esquema de los elementos de una Onda de Airy

Figura 2.2 Perfil de una onda sinusoidal mostrarsdis diferentes componentes

La crestade la onda es su punto mas alto, mientras quéelbajose denominaena

La altura de olaH es la distancia vertical entre la cresta y el sea@amplitud A es la
distancia vertical entre el Nivel Medio del MdMM y la cresta o el seno. Obviamente,
la altura de ola es el doble de la amplitud.

La longitud de ondal es la distancia entre dos crestas 0 senos congecuka
profundidad h, también expresada comnb (depth) en la bibliografia anglosajona,
expresa la distancia entreNMM y el fondo. El eje X se ubica en la superficie mal,
en lo que seria su nivel medio. El eje Z es elvejical, de modo que z=0 es la

superficie del agua y z=-h 6 z=-d sera el fondonaki.

El periodo T es el tiempo que tardan dos crestas 0 senos cwivescen pasar por

un mismo punto y es un valor constantefreauenciaf es la inversa del periodo:

T (2.1)
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El peralte s 0 steepnes®ios relaciona la altura con la longitud de ondmdd una

idea de la pendiente de la misma:

s=— (2.2)

La celeridad de ondac es la velocidad a la que se desplaza o propagada, ¢ se

calcula dividiendo la longitud de onda entre eiqdo:

cC=— (2.3)

La fase @ (theta) de una onda, que varia entre Ony 12s permitirA conocer en que
punto del movimiento ondulatorio se encuentra uadiqula. Combina en una sola

variable el espacio y el tiempo y se expresa delisnte modo:

g=""x-"4 (2.4)

Un frente de onda(la linea de la cresta de la onda vista desdeviim)aes por tanto
una curva de fase constante, y la direccién deggapon sera ortogonal a dicho frente

de onda.

Introduciremos dos nuevos parametrosfréguencia angular @ (omega), mucho

mas utilizada en teoria de ondas fjueelnimero de ondak

_2n
k="% (2.6)

Si sustituimos estos parametros en la ecuaciof), (8e obtiene una expresion

mucho mas sencilla para la fase:

0=kX -0 2.7)
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2.3 HIPOTESIS SIMPLIFICATIVAS DE LA ONDA DE AIRY

La Onda de Airy se basa en la resolucion de ldaaetai potencial, pero teniendo en
cuenta una serie de hipotesis complementarias equgten la simplificacion del

sistema de ecuaciones diferenciales. Expondremddamhipoétesis contempladas hasta
ahora asi como las nuevas y las limitaciones gokesa cada una de ellas

12 hipodtesisLa profundidad (h) es constantdEsto implica que en puntos cercanos a la
costa, donde la pendiente del fondo es relativaananportante, el error cometido
puede alcanzar el 20%. Este porcentaje es en aesasidel mismo orden que la
indeterminacién de la altura de la ola u otros p&téos, por lo que suele seguirse

aplicando esta teoria con las debidas precauciones.

22 hipotesisSe trabaja en un medio bidimensional (20Por lo tanto si el eje de las X
es el de propagacion de la onda y el eje Z esratak la variacion en el eje de las Y

sera nulad/oy = 0).

Esta hipotesis implica que la onda de Airy solodeuser utilizada para oleajes tipo
SWELL, excluyendo las olas tipo SEA debido a laasipilidad de tener en cuenta

unas condiciones en 3D.

32 hipdtesisLa forma de las olas es constantEsto no se ajusta a la realidad, pues
como todos sabemos, las olas se peraltan y pastende rompen a medida que se
acercan a la orilla. Su forma sinusoidal sélo p@&eua invariable en alta mar, a grandes

profundidades.

42 hipétesisSe trata de un fluido incompresiblésto significa que la densidag)) s
siempre constante. En el caso que se mezclarafiuitiss, uno compresible (como el
aire) y otro incompresible (como el agua), el ftuidesultante resultaria también

compresible. Por lo tanto, cuando exista aire dedé&l agua, como en el caso de la
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rotura del oleaje, hélices en cavitacion, etc.a@eerte facilmente por la presencia de
espuma), no se pueden aplicar ni las ecuacion&sil@e, ni el Laplaciano o la ec. de
Bernoulli (derivadas de la teoria del PotenciaPan consiguiente la Onda de Airy.

52 hipotesisEl fluido es no viscosoSe trata de un fluido ideal con viscosidajir{ula.

Esta hipotesis es vélida fuera de la capa limitéotelo.

62 hipotesisSe desprecia la tension superficial del aguzsta simplificacion solo seria
un problema a la hora de realizar un modelo a negyeia escala, ya que las fuerzas
de tension superficial no tienen tanta importareiascala 1:1 (en la realidad) si las

comparamos, por ejemplo, con las gravitatorias.

72 hipdtesisEl peralte es muy pequefiGe asume que el peralte (s) es mucho mas

pequefo que 1 .

s=%<<1 (2.8)

Recordemos que el peralte nos da idea de la icdinale la ola. Consideraremos
gue esta condicion se cumple en la practica cuasdaferior a 0.01. Posteriormente
veremos que esto nos permitira despreciar los mésncuadraticos y linealizar las

ecuaciones diferenciales, simplificandolas muchosim

Ejemplo 2.1 Encuentra la relacion entre la pendiente de la ofael peralte.

El peralte es la mitad de la pendiente de la olajya como se aprecia en la figura

tga=i:2[%:213‘s

"
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»
A 4

Fig. 2.3 Relacion entre pendiente y peralte era anda sinusoidal

2.4 REPRESENTACION GRAFICA DE LA ONDA DE AIRY

En la Onda de Airy, lasuperficie libre se representa con la letra griegdeta).
Significala elevacion de una particula de agua respectd/@l I paso de una onda y

se calcula mediante:

n = Altos(6) = % [cog6) = 52 Ocofk (k- w)
(2.9)

Recordando que la amplitud A es la mitad de laalkie ola H

Ejemplo 2.2 Identifica los valores d& y  en los puntos mas representativos de la
onda

32



Juan José Mufioz

Direccitn de propagacion de la onda

.
L

cruce por cero cruce por cero
descendente ascendente

T

0 al2 7 3 a2 2n

cresta

seno
n=A-cos(@)=A-costh-x—w-1)

0]

0 /2 T 3 =2 2n
n ‘ A 0 -A seno A

Fig. 2.4 La onda de Airy en funcion de la fase sos puntos mas representativos

2.5 CONDICIONES DE CONTORNO

Centrandonos en las ecuaciones de Conservaci@hasa y de la Cantidad de
Movimiento, que para un flujo potencial se conwartén el Laplaciano y en la ec. de

Bernoulli obteniamos:

Ecuacién de Laplace:

0°p 0°p
Ao=1? =—1+—_1=0 2.10
@ @ ol 97 ( )

Ecuacion de Bernouifli

® Recordemos la diferencia de notacion entre lavdeta segunda y el cuadrado de la derivada

2 2
primera, siendo este Ultimo un término cuadréltica :Z) = i(a_(ﬂj Z (0_40) = a—wﬂ
ox=  ox\ 0x 0X 0X 0X
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2 2
E+gz+1' (a_(oj +(0_¢j +0_(0: 0 (2.11)
p 2|\ ox 0z ot

Establecemos un contorno sencillo (ver fig. 2.®8ctangular, de facil integracion,
limitado por el fondo del mar, la superficie o nfiése océano-atmaosfera y dos laterales

coincidentes con las crestas de la onda (fasez y

- En el fondo:Supondremos quel fondo no es permeable al flujo de agua: bieny®r
€S rocoso o bien porque es arenoso, en cuyo caddaéuecos pero rellenos ya de

agua. En ambos casos, la componente verttickd la velocidad es igual a 0, es decir:

g
w=|—[=0|,__ 2.12
dinamica . - iy cinematica
Direccién de propagacion de la onda
@Jr g-mn-— O‘ > % = 6_7]
ot L oz  ot'*"

\T - /ﬁ" éNMM

Fondo z=-h

Z ¥ =0 h
x> Oz° l

#(0,z1) = g(L,z.t)
#(x,z,0) = ¢(x,2,T)

Figura. 2.5 Condiciones de contorno de una oridasoidal
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- En la superficie:

»= La condicion dinAmicaupone que existe la misma presion en cada lada de
interfase. Para el caso de Ingenieria de Costasléda superficie de estudio

abarca unos pocos Kjrasumiremos que la presién atmosférica es corstaat

tomaremos como presion de referencia e igual &0)(pn la superficie del mar

(z=n). Asi, basandonos en la ecuacion de Bernouillil(g .obtendremos:

(2.13)

z=n

apY’ _
/(28] a0

a9, 1 (a_wj
ot 2|\ ox

Si s<<1 (ec. 2.8, hipétesis 72), podremos elimlpartérminos cuadraticby

linealizar la expresion:

)
a_i"+gm:o|zzO (2.14)

= En la_condicidn cineméaticee asume que la interfase que separa el aguaalel a

es una pelicula irrompible y por tanto una func@@ntinua en el espacio-

tiempo, de modo que:

z =n (x,t)
Por lo tanto:
= dz_ondx, on dt (2.15)
dt ox dt ot dt
Yrecordandoquewzd_z:a—w y u=%=a—¢, entonces:
dt oz dt ox

* Si el peralte (s=H/L) es muy pequefio (condicidiiniteria de una Onda de Airy), cualquier
variacion como por ejemplo la del eje z con respattiempo (w=dz/dt) sera también pequefia
(del orden de 0.01 o menor). Si multiplicamos @otofres similares, el orden resultante sera
aun mucho més pequefio (del orden de 0.0001) yaptw productos de ese tipo (denominados

cuadréticos) seran despreciables.
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9¢_0n 99 on (2.16)
0z 9dx 0x Ot '

Suponiendo nuevamente que el peralte (s=H/L) es nmeguefio,

despreciaremos el término cuadratico:

a_qdaizo
oX OX

Resultando de este modo una ecuacion linealizada:

g 0
a_fza_z . (2.17)

— En los contornos lateralesSi el flujo de velocidades deriva de un potengiadue

depende de (x,z,t), y ambas paredes lateralesid@nen puntos homédlogos como las
crestas, entonces existir4 una periodicidad espalao:

#0,z,t)=@(L,z,1) (2.18)

y en el tiempo:

Ax,z2,0)=@(x,z,T) (2.19)

Ejemplo 2.3¢Podriamos combinar las dos ecuaciones linealizadasla superficie

libre (cinematica y dinamica) en una sola?

Efectivamente, podemos despejar el valog de la condicion dindmica (2.14), derivar

con respecto a t y sustituir en la condicion cingoaé(2.17), obteniendo:

17 . 1 Q(L . on 1 ﬁzqﬂ
De —~+ =0|,., despejamosy=-— derivando —=-—
ot 901 =0l Pejamosy g ot ot g ot?

Y sustituyendo en (2.17)
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99 —é By—f‘ (2.20)

2.6 SOLUCION AL POTENCIAL DE LA ONDA DE AIRY

Tenemos que resolver un sistema de dos ecuacideesndiales (el laplaciano y la
ecuacion de Bernoulli) que se cumplen en todauéldljunto con las condiciones de
contorno definidas en el apartado anterior. La dwtayia completa a seguir para
resolver la Onda de Airy se escapa de los objetieosste curso, pero puede
consultarse en cualquiera de las fuentes citadisk@hliografia. Aqui proveeremos al
lector simplemente de algunas pistas interesaetsdedel punto de vista pedagdégico

para una mejor comprensiéon del problema.

Vemos que las incognitas son: el potenaial ¢ (x,z,t)y la presiom=p(x,z,t)(que
dependen ambas de tres variables), y la elevaeida superficie del mar al paso de la
ondazy= 7(x,t) que obviamente no depende de z. Pero recordemefalpiamos
introducido una nueva variable, la fage k(X - [ , que relacionaba la variable
espacial de la direccion de propagaci@on el tiempd. Con ello simplificamos el

numero de variables
@x,z,t)=@(0,2)
n(x,t)=n(0)

El siguiente paso seria suponer que la funcion piatiepes el producto de dos

funciones de variables separadas:

A6,2)= FP) (Z(z) (2.20)

Las funciones que cumplen la ec. 2.20 sodéasipo sinusoidal e hiperbélita

®> Veamos aqui la definicion de las funciones Hipkitas. Para recordar sus caracteristicas
puede acudirse a cualquier libro de Calculo, aunglgaina de ellas se presentan en los
ejercicios resueltos del final del capitulo
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F(8) = ABing (2.21)

Jc_h[k(z +h)]

shkh)

Donde los coeficientes A y C surgen de las condasode contorno. Finalmente, se

z(z)=c (2.22)

obtendria la ecuacion conocida coRelacion de Dispersion
o =gk igh(kh) (2.23)

Que también puede expresarse como

2
L=9 [ﬂgl-(zmthj (2.24)

La expresion de la superficie es

n= ﬂcosQ<x— wt)
2 (2.25)

Y la del potencial resulta:

k({z+h
E Hzﬁt Eph[sr((kh) ) Ber(kx— at) 2,26

Observamos 5 incégnitas en esta ecuatidoh; k (k= 21/ L), ® (o =21/ T) y c. Sin
embargo, puesto que la celeridad de oodkepende dd y T, y disponemos de la
ecuacion (2.24) que las relaciona, habra que eraorinicamente 3 parametros
independientes para definir la onda: la altura ldeHp la profundidad h y otro mas a

elegir entre L, T o ¢ (normalmente serd T por sil teterminacion).

L =
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Dado que en la ecuacion de dispersion (2.24) Ino puede despejarse por
encontrarse dentro del argumento de una funci@edralente (la tangente hiperbdélica),
se resolvera por iteraciones sucesivas en un atderauna calculadora de bolsillo.
También puede usarse la tabla que se adjuntaadidneste capitulo, y cuya utilizacion
viene explicada en los ejemplos que se acompafabiem utilizar las formulas
aproximadas que se presentan en el siguiente pfojgara los casos particulares de
aguas reducidas y profundas.

Debemos mencionar aqui otra formulacion simplifecahcontrada por Eckart (1952)

cuyo error maximo es del 5% (suficiente en muclas®s en la ingenieria de costas)

L=90" tgr{4D72 E[hj (2.27)

(20x) glT?

Ejemplo 2.4 Encuentra la relacion de dispersiéaZ4), en funcién de la longitud

de onda L, a partir de la ec (2.23)

Sustituimos las ec’s (2.5;):% y (2.6) k :% enlaec. (2.23) y obtenemos

(2mm)® _ 207 2[:11) _glT? {2@)
T2 —gEZL (g C (h L—(ZDT)[ﬂg C th (g.e.d)

2.7 AGUAS PROFUNDAS Y SOMERAS

Se entiende pomguas somerasaquellas que son poco profundas, también
denominadas en el lenguaje anglo-sajén coshallow waters No obstante, la
profundidad a la que se encuentra una ola detedaiea funcion de su longitud de
onda. Precisaremos pues definir una profundidadheasionalh/L o d/L que nos
permita sefialar los limites de validez de estaplginaciones (ver figura 2.6). De este
modo, aguas someras seran aquellas para la$/gué&/20 (o biend/L<1/25 en la
literatura anglosajona).
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Recordando que en aguas somerasthy que Iirrg)tgh( x) = X entonces:

2 2 2
mL =lim35 ﬂgr(zmmj:ﬂ[égmjzﬂm

li m
h-o~  h-0(201) L (20m) (L L
Simplificando:
12=gT%h = L%Z:g[]h = c?=gh=> c=./gh (2.28)
Chiringuito
L= g_r.tgh[z_n.h]
2n L i
BN v ; A\ £ f/
— p—
\ L' =gT’h /
i h = Vg'h /Aguas
-8 _1ser /Sw"riils
2n iy
h=L/20
— /)‘.\g:as
/ intermedias
A
profmias h=Lp
(Off-shore)

Figura 2.6 Delimitacion de los campos de validerapgguas someras y profundas

Es importante hacer notar que la ec. 228 (/g[h ) sirve parah<L/20 o dicho de otra

manera, para cuande20-h Es decir, parandas largascuya longitud de onda es
mucho mayor que la profundidad a la que se despléazamarea o los tsunamis serian

casos particulares de ondas que siempre viajaguasaeducidas.
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Lasaguas profundas(off-shoreo deep wateen la literatura anglosajona)
corresponden a profundidades superiores a la méda longitud de ond&$L/2).
Cualquier valor relacionado con estas aguas sgrilsi con el subindice “0” (de off-

shore) que en castellano se lee “sub cero”

Puesto que en aguas profundasoh y recordando que lim tgh(x) =1

X — 00

2
L =lim L =lim 35

hee ~ hew (2077)

0 bien usando el sistema MKS de unidades y systiio g =9.81 % = 3.14

2
[ﬂgh(zmmj_ g

L ) (2m)

encontraremoko en metros introduciendben segundos mediante

2
L, =31

Sk 1567 (2.29)

A la zona de transicion entre aguas profundaguas someras se la denomina de

aguas intermedias

Ejemplo 2.5 Demuestra que la celeridad de la ordd/T es directamente

proporcional al periodo en contra de lo que pudigparecer a priori.

Efectivamente, utilizando la ec. 2.29:

2
C zizglzr B];:£T=156LT
T T

(o]

Es decir, que cuanto mayor sea el periodo de uma onayor sera su celeridad.

Ejemplo 2.6 ¢A partir de qué profundidad se puedmsiderar que la marea es una
onda larga en el Golfo de Cadiz? ¢Y para una onaald segundos de periodo?
Encuentra, para esta ultima, un valor aproximado da velocidad y de su longitud de
onda en el borde de la plataforma continental (h=28) y algo més cerca de la orilla
(h=10m). ¢ Podemos usar en este Ultimo caso la fAamsimplificada para aguas

someras?
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La marea en el golfo de Cadiz es semidiurna payue su periodo es de
aproximadamente medio dia lunar, unas 12.5 hordS@9D0 segundos. La longitud de

onda en grandes profundidades seria de acuerdo28)2

D—Z
20r

(@]

L, = = 156T % = 15645000 =315910°m

(0]

—
S~—|

Por lo tanto, la onda de marea viajara en profuratids reducidas para

6
h<L:@ =15810°m
20 20

Asi pues, en el Golfo de Cétlia onda de marea se podré considerar siempre o

larga.

En cuanto a la onda de T=10 segq,

2
=31

. = 15672 = 156[10% =156m,
(2tm)

El limite de aguas profundas es Lo/2=78m, por le gquesto que h=200m>78

estaremos efectivamente en grandes profundidalieseferidad de la onda

Para encontrar el valor de la longitud de onda arptofundidad de 10 m, usaremos la

férmula aproximada (2.27)

2
L =90 g 297 m| = 15600 Gl 227_m0] = 313m
(20x) gT g 10

En cuanto al limite de aguas poco profundas recm@eque es L/20 =31.3/2A.5m.

Dado que h=10m>1.5m no estamos en aguas reducidasrgermedias

®Y en el resto del planeta dado que la mayor pmifiad conocida, la fosa de las Aleutianas es
de unos 11000 metros solamente
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Si hubiéramos utilizado en este caso la formulagigroximada de aguas someras

hubiéramos cometido un error muy importante

c=,/g[h=+98110= 997

2.8 MOVIMIENTO DE LAS PARTICULAS

2.8.1 Campo de velocidades
El campo de velocidades de las particulas seribe en el eje “x” con velocidady
conw en el eje “z”. Las expresiones, que sirven pada tl fluido y no sélo para la

superficie, se obtienen del gradiente del poténcia

a¢ 7H EEh[kr(zk;)h ] sodkx- at) (2.30)

a¢ H r{k z+h)|

sh{kh)

Las direcciones del campo de velocidades de unalaren la superficie del mar al

Bser(kx— ) (2.31)

paso de una Onda de Airy pueden observarse eguliaf2.7

El campo de aceleraciones de las particulas sedfdaterivando las velocidades, pero

su calculo no se incluye aqui por no ser necegara este curso introductorio.

Ejemplo 2.7 Encuentra los valores maximos de léoeedad horizontal tanto en la
superficie del mar como en el fondo y particulari@s resultados para una onda de

amplitud A=0.5m, T=8seg en una profundidad h=10m

El valor maximo de u (velocidad horizontal) en Ugsrficie (z=0) se conseguira

cuando co% = cos (kxest)=1. Sustituyendo en la ec. 2.30

|z—0 T B;j—kr%EOikX—aI):$g;t{(_E:g
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Direccion de propagacion de la onda

2

PN T N\
' A —— :
- " -
So0bd

N —

Figura 2.7 Direcciones del campo de velocidadesre particula de agua en la superficie al

paso de una Onda de Airy

En el fondo del mar (z=-h)

_nH ch[ k(=h+ H]
=h T sh( kB

[Gos( kx— wt) = dik DZT@(Olzh ”HTD S(i i

(§+ éo)_1+1
2 2

= ch0)= =1

En el caso de nuestra onda A=0.5m, T=8seg, h=1@prgximadamente (2.27)

2 2
L=9T"nlg 4D722 98[8 = _1o|=745m
(2tm) 9T 98[8

Y por tantokh = 2_:7 h = 20314

(10=0.843

44



Juan José Mufioz

Si la amplitud es 0.5m, la altura vale H=2A=1m. Buyendo y operando

7H chkh| 1D7 o.843 _ 138
.
Uerp = T shkh) sh(0.843 = 0393646~ 07"
H_ 1 _1n_ 1 1
=—[ = B 3——=042
e T shHkh) 8 sh0.843 = 0393, 946~ 042

2.8.2 Trayectorias de las particulas
Encontraremos las posiciones de las particulasrarndg el campo de velocidades (ec’s
2.30y 2.31).

_ dx dz

] =(u,v)=(a,aj

7H ch[k (z+§]
sh( kf)

1 DCh[ il Ben ke wl

2T ()

chos( kx- w1 dt= - dﬂ: E }E lf(] 5 ]Dse(] kx w Jt=

X = judt—

Esto es:

x:judt——%GW'ﬂESelﬂ ke w ) (2.32)
Analogamente:

x=judt— 2@%&&( kx w X z—j wdt + 2%@:05( kxcw )

(2.33)

En profundidades indefinidas (ver fig 2.8% teayectorias de las particulas de agua
corresponden a oOrbitas circulares, cuyo diametsmitiuye conh hasta que casi se

anula pardn= L¢/2.

" En este ejercicio, conviene que el lector utioecalculadora para acostumbrarse al uso de
las funciones hiperbdlicas. Recordar que un vatorarido, como ch(0)=1, nos permitira
comprobar si hemos acertado en el funcionamientasléeclas. Posteriormente se practicara
la utilizacion de las tablas incluidas al final dste capitulo
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Cerca de la orilla, para profundidades intefia®e 0 someras, las Orbitas son
elipticas. En este caso, al aumertadisminuye la excentricidad de la elipse (se va
achatando). En el fondo del mar lo que tenemosaesmplemente un movimiento de

vaivén.

A 1 A { Fondo

Orbitas
elipticas

Orbitas

l
I
1
[
I
circulares !|
|
|

|
|
|
|
|
1
|

’ { |

— : |
| Fondo z= | | Fondo z=-d
| | |

—_—t

Aguas zz Aguas someras :Z W= g

profundas ‘:ig o intermedias u#
d 1 d 1
_— — —_— —
L 2 L 2

Figura 2.8 Desplazamiento de las particulas de agugrandes profundidades (izquierda,

oOrbitas circulares) y cerca de la orilla (derechaipses)

Ejemplo 2.8 Demuestra que las trayectorias depasticulas son elipses

Operamos con las ec’s (2.32) y (2.33) despejandoflmciones trigonométricas y

elevandolas al cuadrado

serf (kX— a,t) = serf@d = X’ 5 = X_22 donde A= [_i dk{k(z + h)]j
(_H h[kr((z +)h)]] A 2~ shkh)
2 shikh
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2 2

co (kx - at) = cog 6 = 2 -2 4onde B= (H E§f{kz+h]J

(H ﬁr[k(z+h)]j2 B’ sh{kh)
2~ shkh)

Sumando miembro a miembro las anteriores igualdgdmsesto queserfd+cos =1

2 2
X 4
- +— =1

A? B?

Ecuacién de una elipse donde A y B son los semie@izontal y vertical

respectivamente

2.9 LA PRESION

La presion aparece en la ecuacion de Bernogillil), con lo que despejando:

dp_p Oqojz (awjz
= _r £ _r +| =
P=—p9z=p ot H ox 0z
La sobrepresion dinamiga por el paso de la ola serd la variacion de pras$pecto a

la hidrostatica (pgz). Por consiguiente y despreciando los términos ctiadsa

tenemos quep’ = —p%—f’ . Sustituyendo el potencial por su expresion (2.26

p* -,ogH Ch[ (z+ ] ————*=cog kx-wt) = p Crﬁ K = )i (2.34)

ch(kh) ch ki

Mientras que la presion hidrostatica es nula ersdperficie y aumenta con la
profundidad a razén de 1 atmosfera cada 10 mdaaspbrepresion debida al oleaje

disminuye con la profundidad y es maxima en la digie (e igual al peso de la
columna de agua de la of&, = pgr7) (ver figura 2.9). N6étese que esa expresion puede

permitirnos obtener el valor de la elevacion deehdel mar y por consiguiente de la

altura de ola mediante un sensor que mida la presio
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Fondo z=-h

SR,

Juan José Mufioz

. H chK(z+h)
2 chkKh

P =P

Figura 2.9 Esquema de la evolucion de la presi@ndstatica y de la sobrepresion con la

profundidad

. Ejemplo 2.9 Calcula para la ola del ejemplo 2.6 \a@lor maximo de la presion

hidrostética y de la sobrepresién tanto en la supEe como a 3, 6 y 10 m de

profundidad.

Tomaremos la densidad del agua del mar como 10&26°kBel ejemplo 2.6 obtenemos
k=0.0843, H=1m, h=10m, ch(kh)=1.38

Profundidad| Presion hidrostatica Sobrepresion
2(m) pgz (NI | ( %% |
0 0 5022
-3 30165 4291
-6 60331 3847
-10 100550 3639
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2.10 ENERGIA

2.10.1 Energia Potencial Ep):
Para encontrar la energia potencial integraremoslianna de agua de la ola, desde el
NMM hasta la superficie

n
1
Ep(6)) = [ pgzdz >
0

Promediaremos a lo largo de toda una fagele 0 a 2) y teniendo en cuenta que

H
=—cos@
g 2

1 — 1 12 H? 1
Ep(d) >= = =Zpgi— [—cofddB =—p gt
<Ep(6) =2 P91 =PI ! . TA

2.10.2 Energia Cinética Ec):
De manera similar, pero integrando en toda la colune agua desde el fondo hasta la

superficie y teniendo en cuenta las expresionds Y2331

Ec(9) = | %p|0|2 dz= | _;o( G+ W) d
_1 2
< Ec(0) >—Eng

2.10.3 Energia total del oleaje

La energia total del oleaje sera la suma de lagémemética mas la potencial

E = Ep+ Ec:Ep gH
8 (2.35)

Ejemplo 2.10 Calcula y compara las energias de fdeale 1, 2 y 3 m de altura
Usando la férmula 2.35 y recordando que la dengidel agua del mar es 1025 kdim

E :%ngz =—;El025kg/ nm0.81m 80 H= 12501 H juliog rf
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Al ser la energia funcion del cuadrado de la altdeaola, la energia de H=2m es 4
veces la de H=1m, la de H=3m es 9 veces la de H=1ng de H=10m seria 100 veces

superior a la de H=1m, etc.

H (m) | E (julios/n)

1 1257
2 5028
3 11313

2.10.4 Flujo de energia

Recordemos que el flujo de una variable es el mtodue dicha variable por la
velocidad a la que se desplaza. Asi pues, el flej@nergiaKf) es el producto de la

energia por la velocidad a la que se desplaza dicbayi& Asi pues,
Ef =E[¢, (2.36)

Donde cq4, laceleridad de grupq es la velocidad con la que se transmite la eaergi

_C 2kh | _c
c, _EEEHWJ _E[(1+ G) (2.37)

Y a G se le conoce como nimero generador y viene tabplacdh facilitar los calculos

Al igual que con la longitud de onda en la relaai@dispersion, también podemos

encontrar formulas simplificadas para la celeridadjrupo.

En aguas profundas, c, =— (2.38)

mientras que en aguas reducidas C, =C= \/E (2.39)

8 Es, asimismo, la energia que se transmite a trdedma seccion vertical fija, de ancho
unidad, perpendicularmente al frente de onda.
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Ejemplo 2.11 Demuestra las simplificaciones dectderidad de grupo 2.38 y 2.39
para aguas profundas y someras respectivamente

En aguas profundas, tomando limites aparece unet@rthinacion del tipeo/oo, asi
que aplicaremos la regla de L'Hopital

_._C 2kh | _c, . 2kh | _c, . 2k _C, 1) _c,
Cg, =lim =M1+ —— [= 2 M1+lim—— =2 1+ lim ——— [= 2 1+ = |= 2
heeo 2 sh(2kh) ) 2 h-o sh(2kh) ) 2 h-e 2k [eh(2kh) ) 2 w) 2

En aguas somerakim sh(2kh) = 2kh

Comprobémoslo, desarrollando las exponencialeseee sle McLaurin

Recordando quef (x) = f(0)+ fl(IO)D<+ fz(lo)[kz +...

X _ A X 2 2
Iimsh(x):lime € :lEﬂim Tex+2 o |-l1-x+ 2 - :E[Zx:x
x-0 Xx-0 2 2 x-0 2 2 2

Operando:

. C 2kh c 2kh) _c
Cg=lim=01+ —FV— [==01+=— |==1+1) =
9700 +si‘(2kh)j 2E€+2kh) 2Eﬂ+) ¢

2.11PROBLEMAS RESUELTOS

2.1. ¢ Se puede especificar una onda de pequeiaiamdgbor h, L y T? Justificar la

respuesta.

El potencial del campo de velocidades de una dedzequefia amplitud es (ec. 2.26):

p=H1E EPF{;((Zk ;)h)] ser{kx- at)
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Donde:

_2n
_ w=—

4 !__ T

i .

| | L

I ’ L

c=—

z=-h - T

Figura 2.10 Variables que definen una onda de Airy

El potencial queda definido cuando se conocenidasentes variabledd, c, k, hy w

Sin embargo, estas variables no son independignies,existen dos ecuaciones que las

relacionan:
La relacion de dispersiéraf=g-k- tgh(k-h) (@)
L 277 w
La definicion de la celeridad de onda c= T = _/K_% (b)

Cualquier combinacion de tres parametros senara pspecificar la onda siempre y

cuando sean independientes. Veamds kiy T lo son. Sustituyendo era)(

(2n)® _ T 2n
=g Bzf [ﬂgh(T [hj

TZ

:27:EILD 1

g 2n
tgh| —[h
g(Lj

T=1(h L) Iluego NO cumple

T2

Deberan utilizarse siempre Hypara definir una onda. De la terna restanteo T,

suele utilizarsd por ser la de mas facil medida.
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2.2. Para encontrar Lo (2.29) fue necesario supomgre lim tgh(x) =1. Demuéstralo

e -,
(¥ &+ =lim }é =lim %zl
X — 00 X0 G X—> 00 X0 X 4 X 00
Yy e e

(e -e”)
jim tgh( ) =lim 3" =jim 4

2.3. Si una onda de pequefia amplitud que viaja lzele derecha se puede expresar
por x(x,t) = A-cos(kxet) y se refleja en una pared vertical, ¢ Cual seadelxpresion

matematica de la superficie libre al superponer aastondas?
Si la onda incidente viaja hacia la derecha, suesign es:
Onda incidenter)i(x,t) = A - cos (kxet)

Si no se pierde energia en la reflexion, la ondavigia hacia la izquierda tendra la
misma amplitud, longitud de onda y periodo qua&dente por lo que sera:

Onda reflejadar)(x,t) = A - cos (kxt)

Onda incidente

H
= el cos(kx — wt)

Onda reflejada

= %cos(kx + wt)

Fondo z=-h

Figura 2.11 Onda reflejada sobre una pared vertical
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La onda resultante de la interaccion de ambas sera:

nr(x,t) =mi(x,t) + ne(x,t) = A [cos (kxet) + cos (kx-+wt)]

Recordando que cos (atb)=cos a - cos b - searab

Y que cos (a-b)=cosa-cosb+sena-senb

n7(X,t) = A [coskx-coet + senkx-semt + coskx-cost - senkx-sent] = 2A coskx-cost

Al desaparecer el término cos (kst} ya no tenemos una onda que se desplaza, sino
anicamente oscilaciones de la superficie del aguatara, de ahi su nomb@da
estacionaria.Notese que la amplitud de la oscilacion resultast2 veces la amplitud

de la onda incidente inicial.

t=0=T _
T=T/4 = 3t/4 7/\\

N/

X L ;.7 x=0
x-3LI4 x=L/4
t—-T1'2
‘M /
ANTINODOS

Figura 2.12 Ubicacion de nodos y antinodos en undaocestacionaria frente a un muelle

» Los puntos sobre el eje x para los que para cualqmstante de tiempp=0 se

denominamodos Determinaremos su posicion en relacion con lagpér=0):

n = 2A cos kx - cost =0 ,Vt (para cualquier t)

n=0 = el Unico valor que puede anularse siempre eseehqulepende de t
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2A =cte.= co0s kx = 0— kx =n/2, 3/2, /2, /2, ... 2n+1)w/2 n=0,1, 2,3, ...

Dadoquek=2Tn :>2—CTD<:(2n+1)E-f——[2 :sx=(2n+])d;I = 0,1,2,3.

= Los nodos estan pues en x= L/4, 3L/4, 5L/4 ... {igara)

» Losantinodosson, por contra, los puntos cuya amplitud es siemyaxima. Esto es:

n = 2A cos kx - comt = maximo ,vt
= Para quej sea siempre maxima requiere que lo sea cos kx
= cos kx =méx= coskx=1= kx=0,m, 21,3z ...ne n=0,1, 2, 3, ...

Dadoquek:Z—lj7 :>2Tn5<=nDT :>x=n[-’§ n= 0123...

= Los antinodos estan pues en x= 0, L/2, L, 3L/2(ver figura)

Asi pues, el primer antinodo esta en la pared.|Eas® de que dicha pared reflejante
fuera el muelle de un puerto, vemos que el puntm@amo movimiento vertical
coincide con el punto de amarre de los buquestdbllgma consiguiente es una posible
rotura de estachas junto con una dificultad afigoiéla las grdas de retirada de la carga
del barco. Las soluciones pasan por disefiar muatlesflejantes y lograr el que la ola

incidente sea lo menor posible.

2.4. [dem que el caso anterior pero para dos tredesonda que se propagan en la
misma direccién, de la misma amplitud, pero de pelds y longitudes de onda

ligeramente diferentes
En este caso, las dos ondas viajan hacia la decechia misma amplitud A
n(x,t) = A - cos (kx-mst)

n2(x,t) = A - cos (kx-mot)
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Puesto que las longitudes de onda y los pericalodigeramente diferentes

= ki-ko=Ak 'y o01-02=Ao o lo que es lo mismo
ki = k +Ak/2 01 =0 +An/2
k =k - Ak/2 02 =0 - Aw/2

Dondek y @ son los valores medios de (k2) y de (o1 @) respectivamente

La onda resultante de la interaccion de ambas sera:

Nr=m1+n2 = A - cos[(k +Ak/2)-x — (® + Aw/2)-t] + A - cos[(k Ak/2)-x — @ - Aw/2)1]
nr=A - [ cos[ (k +Ak/2)-x — @ + Aw/2)-t ] + cos[ (k Ak/2)-X — (® - Aw/2)-t]]

Por trigonometria sabemos que:
—_— —_ A+A A_A
cos A+cos B=2] cc{s%j U c{sﬁj
Entonces resulta:

7. = 2AlEos~ (k+A—kj D(—(a)+A—wj[t+( k—A—kj Dx—(a)—A—ijt O
272 2 2 2

E:os1 (k +A—kj D(—(a)+A—wj [t—( k—A—kj Dx+(a)—A—wj [
2 2 2 2 2
Simplificando:

n; =2ALE0 %k x—%)tj Ocog kx—w?)

Donde, sicodkx— at) es la onda progresiva entonc@&¢o A—ka—%)tj es una

amplitud modulada que varia entre 0 y 2A (ver figuEsta es landa de grupoy su

celeridad esc, =Aw/Ak. También se las conoce como ondas infragraviestgrisu

periodo varia entre 30 segundos y 5 minutos (gei2fil)
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Vemos en la figura adjunta que cuando las dos ofndgsy,) estan en fase, las
amplitudes se suman Yy las olas tienen una alabbkedle la que tenian por separado.
Por el contrario, cuando estan desfasadas 18G#yipktudes se anulan. Tenemos asi
unos lapsos de mar muy agitada seguidos de otrcalma y todo ello de manera
periodica. Esta estructura del oleaje es la gquiada lugar al comentario popular de
gue las olas grandes vienen de tres en tres éladlarias). Este proceso es muy tipico
cuando la zona de generacion del oleaje estaentiishente lejos de la orilla. Ello
permite a las olas agruparse por celeridades (odue) casi idénticos, de manera

similar a lo expresado en el enunciado del ejarcici

Las ondas 1y 2 estan en fase Las ondas 1y 2 estan desfasadas
La amplitud es doble La amplitud se anula

Figura 2.13 Resultado de la confluencia de dudas de similar periodo y longitud de onda

o ANNNAAA A ANNNNN,
.VAV/\VI\V/\V/\V/\V A V/\V TATAY VI\V A TATAY

Figura 2.14 Onda de grupo o infragravitatoria
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2.5. Supongamos que una borrasca ha generado ummemta con un frente de 100
km que incide perpendicularmente sobre una costaglel longitud. Consideremos
gue la ola tipo se puede representar como una oddairy con H=2.5m, T=10 s,

h=10.1 m. Calcular la energia por segundo que lleyéa costa.

Nos piden energia por unidad de tiempo, lueganess hablando de Potencia (Flujo

de energia

1 » 2khJ 1
E. =E == OH Etﬂézu = E3-Odf1+
f = SEDEQ 2 sh 2k 2cEq 9

Para usar la tabla de funciones hiperbolicas &pe&ndice 2.1 al final del capitulo)

debemos entrar COEh—y puesto que:

(0]

L= gT* _9.81m/SM0

. =156 m
2n 21
Entonces:
ﬂ :@: 0.065
L, 156
Buscando en la tabla:
tgh(kh)= 0.595
N o109 o L=P 2101 o0 2o 927M g0 s
L 0.109 0.109 T 16
kh=0.686
shkh)= 0.741
G=0.744

Sustituyendo:
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E, =21025°9 0.8 m28m* 0028 4 0734 63500 Watios/imdine
"8 ' s 2 s

Al tratarse de 300 km de longitud del frente ddagrla potencia total sera:
Potencia= E, [L = 6350}5\£D 300000= 1010 W
m

Potencia= 19100 MW

Como orden de magnitud cabe recordar que la pateshe una central nuclear

standard es del orden de 1.000 Megawatios.

2.6. Utilizando las tablas numéricas para ondas mexjuefia amplitud y para una ola
tal que: H=1.0 m, T=8.0 s, h=11.0 m. Determinar:

a) L,c, o E E.

b) u, w, presion en la superficie libre y en el fondo.

. L . h
a) Al igual que en el ejercicio anterior, debemosanén las tablas coE—:

0

L = gT* _9,81m/SB.0 S

) =100.0 m
2n 2n
ﬁ:ﬁ:o_ll N E: 0.15 - L:—h:£0: 73.3m
L 100.0 L 0.15 0.15

tabla~ kh=0.94 - shkh¥ 1.08- chh3 1.48. £ 0.587

L _73.3m c 9.2m/
cC=—=——1=92m/s - ¢, == *G)= ¥ 058~ 7.3m/s
T 8.0s J 2[q ) 2 S[q 9
_1 21 kg m _
E_ggb[gEH —§ﬂ025—3E9.81?D1.6mZ— 1257 J/n
m

E, = EL[g, =1257 JMO7.3m/s 9176 W/m

b) Recordando las ecuaciones 2.30, 2.31 y 2.34:
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a¢ ™ fh[k Z+h]Etos(kx—wt)

sh(kh)
a¢ H k{k z+h]E$er(kX_M)
shkh)
H ch[ k(z+ B] C*ﬁ'(&h]
= —L 2" _cos( kx-wt
P =P h (kA cog{kx-wf) = p "o k)
Calculamoxk y w
_20_ 2% _0.086 w=2"=2" _ 0785
L 733 T 8.0
En la superficie librez=0:
—ﬂMEos(kx -a)t)—nD'OEll'—A'SEboskx wt)> 0.58 cos(0.086-~ 0.786 ) m/s
T h(kh) 8.0 1.08
-ﬁmfﬁsn(kx -ot)="200r5in(x wt)= 0.3sif 0.08Bx- 0.789 mis
T sh(kh) 0
p* =10250D. Sio Ch(kh)DCOQ: 5028 cfs 0.086- 0.785 R/m

En el fondoz=-h:

h
—ﬂgﬂﬁos«x -wt)= 1.0 1'0Ebos(<x wt)F 0.361 cos(0.086- 0.786 ) m/s
T sh(kh) 8.0 1.08
h( Q
ﬂgﬁ@;m(kx _wt)=*20 = 0mis
T h(kh)

p* =1025.D. SioEl—Dc €= 3397 cfs 0.086- 0.785 R/m

2 ch(kh)
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2.7. Demostrar que el limite de tgh(x)=uando x tiende a 0

De modo similar al ejemplo 2.11, hay que demostjge en aguas someras

Ixi%tgh(x) = X

Utilizando los desarrollos en serie de McLauringdas exponenciales:

_ f'(0) f "(0)
f(x)= f(0)+ T k+ o 03¢ +...

Y despreciando los términos cuadraticos:

X

e [ i)
imgh( ) =lim —— _I'ero[(1+ x+..)+(1-x+...) ]

2 X
=—=X ed
5 (ged)

2.8. Una borrasca situada a 1000 km de nuestrorbicha generado olas de entre 5 a

10 seg de periodo. ¢Qué olas llegaran primero asitecosta? ¢ Cuando?

Lo primero que debemos de tener en cuenta es gudalsigeneradas en alta mar no son
las mismas que llegan a nuestras playas. Al vidgade la zona de bajas presiones,
cruzan una superficie de océano en calma dondeediendo la energia almacenada
por el viento hasta que de manera gradual se \&@paddo. En esas zonas de calma,
donde no llegé a actuar la borrasca, se van gah@ranevas ondas con la energia
cedida y de caracteristicas similares a las quarpa®n un principio. Asi, las olas que

llegan a nuestra costa son las “tataranietas” slggémeradas por el temporal. Como
consecuencia, la velocidad neta con la que la eneleg oleaje se traslada (conocida
como celeridad de grupo) es inferior a la celeridacbnda. Su calculo se efectuara en

general para una profundidagnediante la ec. 2.37.

c, = C[E“Z_khjzg[(“e)

217 sh(2kn)

Sin embargo, la distancia que estas ondas viajangrandes profundidades es

comparativamente mucho mayor a la que recorreprefundidades intermedias o

61



Juan José Mufioz

reducidas, por lo que en primera aproximacion padeeutilizar la simplificacion de la
ec. 2.38

C
=5

En segundo lugar, es imprescindible recordar (ei@2yd) que la celeridad de la onda

c=L/T es directamente proporcional al periodo

2
Lt IS B GO [E BE
T 27 T o1

En nuestro caso, seran las ondas de 10 segundiss haayor celeridad y, por tanto, las

que lleguen primero a la orilla.

c, =1.56T = 1.56116- 15.6m 6 = 80=C_20=£.6= 7.8m k

Para saber cuanto tardaran, basta aplicar

. zespaci ~100Ck — 10°m - 1h — ~ .
tiempo e ocidad y& - =1282065, = 35.6= Lfias

2.9. Demuestra que las trayectorias de las parthsulle agua generadas por una onda

de Airy son circulos lejos de la orilla (en grandpsofundidades u offshore)

De modo parecido al usado en el ejemplo 2.8, pdaticzaremos las ec’s (2.32) y (2.33)
para grandes profundidadest)

(0 + 6421)
X, =lim {‘%GJ E‘ser(ﬁ)} = _EZ Osef?) [im (ekh - e"h)/[ =
2

_ H ek(z+h) ~ H ek H )
= ESGT’(H)[ET}— ESGI@H)D% = —2 SE(l@)DZe

z, = LiTOP%GSh[S;((iZkBNEOS(H)} =H cog6) &

Despejamos las funciones trigonométricas y elevaahogsadrado
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2
sefg=— % cos @ = z

SO

Sumando miembro a miembro las anteriores igualdagessto qu§erf5’+f3052‘9:1

2 2
X VA
+ =1

) (5]
2 2

Ecuacion de una circunferencia con radio igu@ga@kzj

En el caso particular z=0 (superficie) el radioeﬂdvé%

2.10. Dada una darsena con una distancia “I” entrauelles verticales que propician
la creacién de una onda estacionaria, calcula suripdo de resonancia y dibuja un
esquema explicativo. Estudia el caso particular da puerto deportivo con una

darsena h=6m y I=50m. ¢ Qué problemas podrian gers¥a los buques amarrados?

Una onda estacionaria en resonancia es aquellanquee la maxima elevacion del

nivel del agua en la pared vertical del muelleo Elgnifica que la mayor parte del agua
de la darsena esta subiendo por una de las paredes consiguiente, esta bajando en
la otra. Es decir, que la cresta de la onda estéinenuelle y el seno de la onda en el
opuesto. Puede producirse cuando el periodo deda es similar al de resonancia.

Vamos a dibujar la darsena con la onda estacianaria

Del esquema se deduce que la distancia entre leflemwerticales coincide con la
semilongitud de onda. Asi pues y suponiendo guarest en profundidades reducidas

profndidades reducidas - $ 2000 4 20006= 120 m

—E = E: I —2I
I—2 ademas G=_|_ J ¢dh = #Zw/mh: E\/gﬁ
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2l 2[50n

T= = =13.1s
Jah Jo.8m/ < Bm

Al tratarse de un periodo con una probabilidad @lerencia no despreciable, se deberia

proceder al redisefio de la darsena (por ejempl@atando el anchio)

La anchura de la darsena es igual a la semilongitud de la onda

muelle =L2

vertical

Figura 2.15 Onda en resonancia entre muelles

El problema de la onda estacionaria estriba erefaetinodo se genera pegado al
muelle vertical. Ello supone que las amarras puedeperse. Ademas, si la onda entra
en resonancia, puede suceder que el barco sobrepzsdil y quede varado sobre el
muelle en la cresta del antinodo. O bien, que chagn el fondo y sufra dafos en el

casco durante el seno.

2.11. idem que el ejercicio anterior pero en un ptee abierto al mar, con una

distancia “I” entre la bocana y el muelle vertical.

De manera similar al caso anterior, dibujamos @taién longitudinal del puerto. Del
esquema se deduce que la distancia entre el nueslieal y la bocana del puerto

coincide con la cuarta parte de la longitud de obdaeste modo:

_L . L_ T 4
I—4 ademas G:_I_ J ¢h = 1:4«/ @h = E—\/g_Dh
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Particularizando:

4 4060m

T= = =26.1s
Jah \Jo.8m/ < Bm

“*k
<

7
Z

muelle
vertical

Figura 2.16 Onda en resonancia en un puerto abiaftmar

65



Juan José Mufioz

APENDICE 2.1 - TABLA DE LA ONDA DE AIRY O SINUSOID AL

hiLo tanh kh h/L kh senh kh cosh kh G Ks

0,000 0,000 0,0000 0,000 0,000 1,000 1,000 e

0,002 0,112 0,0179 0,112 0,113 1,006 0,992 2,120
0,004 0,158 0,0253 0,159 0,160 1,013 0,983 1,786
0,006 0,193 0,031 0,195 0,197 1,019 0,975 1,620
0,008 0,222 0,0360 0,226 0,228 1,026 0,967 1,513
0,010 0,248 0,0403 0,253 0,256 1,032 0,959 1,434
0,015 0,302 0,0496 0,312 0,317 1,049 0,938 1,306
0,020 0,347 0,0576 0,362 0,370 1,066 0,918 1,225
0,025 0,386 0,0648 0,407 0,418 1,084 0,697 1,169
0,030 0,420 0,0713 0,448 0,463 1,102 0,878 1,125
0,035 0,452 0,0775 0,487 0,506 1,121 0,858 1,092
0,040 0,480 0,0833 0,523 0,548 1,140 0,838 1,064
0,045 0,506 0,0888 0,558 0,587 1,160 0,819 1,042
0,050 0,531 0,0942 0,592 0,627 1,180 0,800 1,023
0,055 0,554 0,0993 0,624 0,665 1,201 0,781 1,007
0,060 0,574 0,1040 0,653 0,701 1,221 0,763 0,991
0,065 0,595 0,1090 0,685 0,740 1,244 0,744 0,980
0,070 0,615 0,1140 0,716 0,779 1,268 0,725 0,972
0,075 0,634 0,1190 0,748 0,819 1,293 0,706 0,964
0,080 0,649 0,1230 0,773 0,852 1,314 0,690 0,954
0,085 0,666 0,1280 0,804 0,894 1,341 0,671 0,949
0,090 0,680 0,1320 0,829 0,928 1,364 0,655 0,941
0,095 0,697 0,1370 0,861 0,971 1,394 0,636 0,939
0,10 0,709 0,1410 0,886 1,006 1,419 0,620 0,933
0,11 0,736 0,1500 0,942 1,088 1,478 0,586 0,927
0,12 0,759 0,1580 0,993 1,164 1,535 0,556 0,920
0,13 0,782 0,1670 1,049 1,253 1,603 0,523 0,919
0,14 0,800 0,1750 1,100 1,335 1,668 0,494 0,915
0,15 0,818 0,1830 1,150 1,420 1,737 0,466 0,912
0,16 0,836 0,1920 1,206 1,521 1,820 0,436 0,914
0,17 0,850 0,2000 1,257 1,614 1,899 0,410 0,913
0,18 0,863 0,2080 1,307 1,712 1,983 0,385 0,913
0,19 0,862 0,2070 1,301 1,700 1,972 0,388 0,886
0,20 0,888 0,2250 1,414 1,934 2177 0,336 0,918
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h/Lo tanh kh h/L kh senh kh cosh kh G Ks
0,20 0,888 0,2250 1,414 1,934 2177 0,336 0,918
0,21 0,900 0,2340 1,470 2,060 2,290 0,312 0,922
0,22 0,909 0,2420 1,521 2,178 2,397 0,291 0,923
0,23 0,918 0,2510 1,577 2,317 2,524 0,270 0,927
0,24 0,926 0,2590 1,627 2,447 2,643 0,252 0,929
0,25 0,933 0,2680 1,684 2,600 2,786 0,232 0,933
0,26 0,940 0,2770 1,740 2,762 2,938 0,214 0,937
0,27 0,946 0,2850 1,791 2,913 3,080 0,200 0,938
0,28 0,951 0,2940 1,847 3,092 3,250 0,184 0,942
0,29 0,957 0,3030 1,904 3,281 3,430 0,169 0,945
0,30 0,961 0,3120 1,960 3,481 3,621 0,156 0,949
0,31 0,965 0,3210 2,017 3,691 3,824 0,143 0,952
0,32 0,969 0,3300 2,073 3,913 4,039 0,131 0,955
0,33 0,972 0,3390 2,130 4,148 4,267 0,120 0,958
0,34 0,975 0,34890 2,193 4,424 4,536 0,109 0,962
0,35 0,978 0,3580 2,249 4,688 4,794 0,100 0,964
0,36 0,980 0,3670 2,306 4,967 5,087 0,092 0,968
0,37 0,983 0,3770 2,369 5,295 5,389 0,083 0,970
0,38 0,984 0,3860 2,425 5,609 5,697 0,076 0,972
0,39 0,986 0,3950 2,482 5,940 6,024 0,069 0,973
0,40 0,988 0,4050 2,545 6,330 6,409 0,063 0,976
0,41 0,989 0,4150 2,608 6,746 6,820 0,057 0,979
0,42 0,990 0,4240 2,664 7,142 7,212 0,052 0,980
0,43 0,991 0,4340 2,727 7,610 7,675 0,047 0,982
0,44 0,992 0,4430 2,783 8,056 8,118 0,043 0,983
0,45 0,993 0,4530 2,846 8,583 8,641 0,038 0,985
0,46 0,994 0,4630 2,909 9,143 9,198 0,035 0,986
0,47 0,995 0,4720 2,966 9,678 9,730 0,031 0,987
0,48 0,995 0,4820 3,028 10,309 10,357 0,028 0,988
0,49 0,996 0,4920 3,091 10,980 11,026 0,026 0,989
0,50 0,996 0,5020 3,154 11,695 11,738 0,023 0,991
oo 1.000 ® 6o w 0o 0,000 1.000

67




Juan José Mufioz

TEMA 3. OTRAS ONDAS
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TEMA 3. OTRAS ONDAS

3.1 ONDAS DE ORDEN SUPERIOR

Estas ondas de orden superior son mas exqutaks onda de Airy debido a que se
tienen en cuenta los términos cuadraticos. Sin egobasto conlleva un trabajo de mas
al tener que utilizar teorias no lineales. Por qiemte, puesto que en ocasiones
introducimos una cierta inexactitud en nuestrogutés, al usar valores de Hy T
medidos de un modo un tanto impreciso, ello nosi@ueducir a pensar que no merece
la pena dicho esfuerzo extr&s por tanto imprescindible establecer un catehjetivo

gue nos permita decidir cuando se justifica eldesestas teorias mas complejas.

3.1.1. Valores limite de ciertos parametros adimeitnales

Para ayudarnos en la decision de elegir una utebréa, utilizaremos el grafico de Le
Mehaute (1969) que se introduce al final de espétda, tras la presentacion de las
diferentes teorias de orden superior. Para eswbles distintos campos de validez de
cada modelo, precisamos definir primero algunosirpatros adimensionales y sus

valores limite.
- Peralte (s)

El peralte de una ola (ver ec. 2.2) tiene un Viaoite de 1/7 (0.142). Si la ola supera
esta pendiente rompe. Este valor maximo de 1/ésponde a grandes profundidades.

Cerca de la orilla disminuye con la profundidadiéé acuerdo con (Miche, 1944):

ij (3.1)

s= H < 0.142[ﬂg!-(—
L L

- Ursell (Ur)

Se debe abandonar la teoria del potencialigaapeoria de Boussinesq cuando el

valor del parametro de Ursell sea mayor de 26.

° El trabajo extra desaparece obviamente en cuanitiliza un programa de ordenador. Sin embargo, la
metodologia aqui presentada, aunque mas laboréssmas formativa desde el punto de vista pedagoégic
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2
Uy _HL <26 = Teoria del Potencial (3.2)

h3
- Rotura por fondo (H/h)

Este parametro nos relaciona la altura deldacon la profundidad a la que se
encuentra. El valor limite del parametro de rofywe introducimos aqui es 0.78. Es un
valor tedrico calculado por Mac Cowan (1891) paranda solitari&. Sin embargo, lo
utilizaremos siempre como primera aproximacion.

H
m <0.78 (3.3)

Por tanto, a partir de ahora, supondremos quéueale ola maxima en rotura sera

H, ... =0.781, (3.4)

Donde el subindice “b” (del inglés breaking) sigraf‘en rompientes”.

v

En rotura
H=0.78h

NMM g

Figura 3.1 Esquema de una ola en rotura por fondo

1% Simplificacién bastante aproximada para fondo @hkague utilizaremos a lo largo de este manual
introductorio pese a que la relacidrh sea funcién de la pendiente del fondo y puedatlbgsta 1.3.
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3.2 ONDAS DE STOKES DE SEGUNDO ORDEN

Recordemos que en el primer capitulo, tras apléctaoria del potencial, establecimos
un sistema de ecuaciones diferenciales con unascommes de contorno no lineales.
Para resolverlo optamos por linealizar dichas eonas despreciando los términos
cuadraticos. Fue necesario entonces suponer,@rdgecosas, que el peralte del perfil
de la ola era muy pequeiio (s< 0.01) y, sin embdrgmos visto que el limite superior
del peralte es de 0.142. Ademas, existe un fenOmatuval de peraltamiento de la ola
aparte del viento. A medida que la ola se acetaadlla y disminuye la profundidad,

la cresta se hace mas picuda y el seno se aplanagwra 3.2)

— = orilla

Onda de Stokes If |#,<n, 0792 Cnoida)
L R

Figura 3.2 Evolucion del peraltamiento del perfd dna ola a medida que disminuye la

profundidad en su propagacion hacia la orilla. $giatan los modelos méas adecuados

Para estos casos, sera preciso solucionar el sisteracuaciones con otro método, bien
numeérico (diferencias o elementos finitos) o biealiico como el de los desarrollos en
serie de potencias. Supondremos para este Ultistogree el potencial puede

expresarse como

Donde:

q(%) es el potencial de la Onda de Airy

@ es nuestra incognita actual que deberemos despejar
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2
H o , . , .
— | no lo eliminaremos en este caso puesto que imherstancluir precisamente los

efectos de 2° orden.

3
Si que despreciamos el término de 3er o(d%nJ por ser muy pequefio frente al de 2°

) . . H H)?
Actuariamos de manera analoga qony 7 :,71T+,72 m +...

No presentaremos aqui la resolucién de lascémoes. Baste saber que se introducen

los desarrollos anteriores en las ecuaciones dadgBernoulli y las condiciones de

contorno, sustituyend@, p, y 7, por los valores encontrados para la Onda de Airy

y despejandag, p, Y 77, .Tendremos asi, incluyendo los términos infinitesanale

orden dos y despreciando los de orden tres3)) [iiteoria déStokes 1.

Soluciones Stokes de 2° orden

Para determinar la superficie librg dlisponemos de la siguienteecuacion:

= %cos(e) ¥ (’?—Sj ;;((';?) [2+ ch(2kh)]cog26) (3.5)

Donde el primer término corresponde a la apragion lineal (la Onda de Airy) y el
segundo a la aproximacion de 2° orden. Debido @ @stenemos una diferencia con
respecto a la onda de Airy donde la cresta y e sean iguales. En este caso la cresta

de la onda es mas alta y el seno mas aplanado.

Por otra parte, al resultey =0, la celeridad y la longitud de la onda de Stokes |

coinciden con la de Airy

.
¢, =¢ :g—n[ﬂgh(kh)

gT?
271

(3.6)

L, =L, =2 fgh(kh)
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El campo de velocidades de las particulaseicambia:

7H Eph[k(z * h)] E:os(e) + %(mszc BMCOSQH) (3.7)

e =T = k) st (kh)

w, =g+, = 7 k)] o) +§1( ”t' jzc St 4(” Neoses)y  (3.8)

k
T  shkh) sh*(kh)

En cuanto a los desplazamientos horizonta)eg \(erticales (z) resultan:

X:Xairy+

1 {1_§—°h[2k<z+ ”]}ser(ze){”‘*jz“‘ 2Kz )] (3

8L siP(k)|™ 2  sA(kh L) 20 & kn

3 H? sh[2K(z+ b]cos( ?)

. (3.10)
16 L  sH (kh

Z= %iry+

Hay que destacar el ultimo término de la ec. 3®@tidhe ninguna componente del tipo
sen () ocos @) por lo que no resultgeriddico y ademas, el factarhace que
dependa linealmente del tiempo. Ello implica qug inadesplazamiento neto de las
particulas del fluido en la direccion de propagaaé la ola y hasta llegar a la costa
(ver problema resuelto 3.5). Esa acumulaciéon da agua orilla producira una
elevacion del nivel con el consiguiente gradiem@esion que compensara el

mencionado transporte de masa con una corriemea®@o.

Por ultimo, la presion se calculara mediante:

2 tgh kh]{ c2K z Di—1}005( )

. 3
P=p airy -pP9z+-p g

8" 7 L sti(kh| sh(kh 3
_1 e g { b[2k<z+h1_1}
8”9 sk L (3.11)
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Ejemplo 3.1 Compara los perfiles de una onda (H=1M8 seg, h=5m) de acuerdo

con las teorias de Airy y Stokes Il

La ecuacion del perfil (3.5) es:

H chlkh)
n, = cos(é?)) ( aL j sk [2 ch(2kh)] coq26)
Donde la primera parte es la componente de prinnéen o de Airy

n, —cos(H) —cos(kx at) —co{—x——t} 05cod6)

7 :%cos(e)+(m_|2jsc; kkh@[z +ch( &h) | co$ 8)

Para encontrar el valor de L y kh entraremosa&nthblas de la onda sinusoidal

(apéndice 2.1)

h__nh = ° 005 =

L, 1560° 1.5618

%:0.094 (- L=53.n) , kh= 0.592, sh kh¥ 0.627 ch kh9) 1.18 ch (Rk) 1.79
Sustituyendo:

% ) 118
n, = 05cod6)+ (8’& 3_1j 0627 [2+1.79]coq26) = 05c0d6) + 013co26)

Expresiones que en la crest&Q) y en el senoé ) suponen los valores:

Airy Stokes |l
Cresta ¢=0) +0.5 +0.63
Seno §=nr) -0.5 -0.37
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L

=

- 0.63
STOKES I

0.5

1 (m)

=05}
cresta cresta

I I | | | |

-2 0 ni2 Fis 3n/2 2n Sn/2

@ (radianes)

Figura 3.3 Comparacion de los perfiles de Airy gk8s |l para una misma ola (H=1m, T=8s)

en una profundidad h=5m

Ejemplo 3.2 Comparauy u, (velocidad horizontal de las particulas) en la

superficie del mar, tanto en la cresta como en ehg, para la onda del ejemplo 3.1

En la superficie del mar (z=0) la ecuacion 3.7 caed

R s Eape

Usando los valores de las tablas encontrados epegahplo 3.1
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118 E53.1 179
u, =u, +u, ——G— O cos@d) = 0.74¢cod8)+ 020cosd
! 8 0.627 od6)+ (531j 8 0627 €9 ) €9

Velocidad horizontal en la superficie del mar (m/s)

Airy Stokes |l
Cresta ¢=0) +0.74 +0.94
Seno §=n) -0.74 -0.54

Vemos que a medida que nos acercamos a la coatalg e peralta, la velocidad en
la cresta (positiva y por tanto, hacia la orillag superior a la existente en el seno
(negativa, i.e. de retorno hacia el mar).

3.3 ONDA CNOIDAL

La onda cnoidal es la que mejor describe taa® largas, de amplitud finita y forma
constante en aguas someras. El calculo, desaow@@adKorteweg y DeVries en 1895,
no se basa en la teoria del potencial sino en Bodesinesq. Su hombre proviene de la
funcién que las representa, el coseno elipticadeh] que usualmente se representa

con las letras cn.

El campo de validez se encuentra definido por:

profundidad Dsl
L 8
2 (3.12)
Ursell 5226
h

Cuando la longitud de onda tiende a infinito, llusidn de la onda cnoidal tiende a la

de la onda solitaria (ver apartado 3.4). Cuandel&cionH/h tiende a O (grandes
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profundidades y pequefia amplitud), entonces lacsmiude la onda cnoidal tiende a la

onda de Airy.

Dado que esta onda sélo se utiliza en aguas reafjdalordenada de la superficie del
mar se mide desde el fondo (figura 3.4). Ademéates@na con la letnaen vez de.
Se utilizan en la formulacion los valoresydg dey;, ordenadas de la cresta y del seno

(trough en inglés) respectivamente

08
N
H 06|
04 —

0.2 |- fondo

0

-02

-04+

-01 0 01 02 03 04 05 068 07 08 09 1.0 11 X

Figura 3.4 Esquema de la onda Cnoidal donde seci@mu perfil tipo. El origen de

coordenadas se sitta en el fondo del mar en ven d superficie

Dada la complejidad de los calculos de esta teguiase escapan del objetivo de este
manual, utilizaremos una serie de graficos de faaihejo (preparados por Wiegel,
1960) que facilitan la tarea y minimizan los ersofieas caracteristicas de la onda
vienen expresadas en funcién del moddlde la integral eliptica, que no debe
confundirse con el nimero de onda de la teoripateincial. La utilizacion de los

mismos se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3 Dada una onda con una altura H = 1.0ynun periodo T =15seg y

que se desplaza en una profundidad h = 3 m.
a) Comparar L encontrada segun Airy y la teoria Cnolda

b) idem la celeridad de onda c.

c) Determinar las ordenadas de la cresta™y del seno “y'.
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a) Para encontrar la longitud de onda de acuerda &oria sinusoidal o de Airy,

usando las tablas del apéndice 2.1, precisamosalet h/Ly

Conociendo el periodo podemos calculgr L

2
-9 1 56T2=156718= 3501 — "=_> = 0.0085
JT

L,

Interpolando entre 0.008 y 0.010

3

=—— —=81.1m
AY 0,037

:%20.037 =L

Para aplicar la teoria cnoidal utilizaremos la figu3.5

Y entrando en la figura 3.6 con ese valorkd®btendremos el parametro de Ursell.

Obtenido  podemos deducir el valor de la longitud de ondsegun la teoria cnoidal

2 3
U, = T\E 2260 = L=+ 26033I = 83.

La diferencia porcentual entre ambas estimacioreek cho es muy grande en este caso

particular:

Lenoidal ~ L ainy _83.8-811 2.7_ 3.3%
L 81.1 81.1

Airy
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1-100.1 Lidil LT

Figura 3.5 El parametro%en funcién de H/h y dﬁ,l%

b) En cuanto a la celeridad de onda:
Teoriade Airy: ¢ =L/T =81.1/15 =5,4m/s

Teoria Cnoidal: ¢ =L/T =83.8/15 =5,6m/s

c) Posteriormente, podemos deducir el valor deeyla figura 3.7
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Figura 3.7 Ordenada en la cresta de la onda cnoafafuncién de Ursell
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En nuestro caso:

_HL?

U, == =260 :%T_hJ’CT_?’:o.ss —vy.= 385 > y=y-H= 285

"

En la forma del perfil de la onda si que se apraaia gran diferencia entre ambos
modelos. Mientras que la onda de Airy muestra &sta y el seno a igual distancia
vertical (0.5 m) respecto al nivel medio del maMM), la cresta de la onda cnoidal se

encuentra mucho mas elevada (0.85 m) y el senoamék cercano al NMM (0.15 m).
3.4 ONDA SOLITARIA

Esta teoria sirve para describir ondas no osciégtoy sin seno apreciable como los
tsunamis, ya sea generados por maremotos o patagaeslizamientos de tierra. La
primera observacion de este tipo de onda, sin aprexiable (ver fig. 3.8), larealizé y
describi6é Russell en 1844, persiguiendo la ondaballo a lo largo de un canal, y
denominandola con el poco aceptado nombre de Gndsadlacion. Sus estudios
empiricos validaron los calculos teoricos postesate Boussinesq (1872), Rayleigh

(1876) o Mc Cowan (1891). Para ello supusierorasbdimite de una onda cnoidal con

k?=1.

Onda solitaria

Figura 3.8 Perfil tipo de una onda solitaria

El volumen de agua (V) por metro lineal de crest@assponde a:
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1/2

v {1_6 th}
3 (3.13)

Y la velocidad a la que se desplaza la onda es:

c=4g(H+h (3.14)

Que se puede simplificar, puesto que salvo muyaageda orillaH es despreciable
frente ah, como:

h>H

= c¢=.Jgh (3.15)

Que resulta ser la ya conocida formula de la addrpara ondas largas como la marea

0 como cualquier otra onda en profundidades redsdner ec. 2.28)

Para calcular el tiempo que tarda un tsunami esrm@cuna cierta distancia no

tendremos mas que apliaardx/dt (ver problema resuelto 3.7)

Ejemplo 3.4 A qué velocidad viaja un tsunami & lsiguientes profundidades:
5000m (una profundidad media en el Pacifico), 200Qitlem en el Atlantico), 200m

(en el borde de la plataforma continental) y 20 enggunto de romper)

Aplicando la férmula 3.15 c=./g-h

Profundidad (m) Velocidad (m/s) Velocidad (km/h
5000 221 797
2000 140 504
200 44 159

20 14 50
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3.5 ELECCION DE LA TEORIA DE ONDA MAS ADECUADA

Para determinar qué onda utilizar nos basaremok digura 3.9, donde vienen
reflejadas las regiones de validez para los degitipos de ondas, acotadas por la altura

de ola, su periodo y la profundidad a la que seemica.

h/iL =0.04 h/iL=0.5
Profundidades Transicién Grandes
reducidas Profundidades
0.04 I I
" L LA :lll UL LA 1 LOLILI lllllll L] LI
] 1
: Limite rotura S"I'OKES \Y
0.02 |- : por peralte .
! Ho/Lo =0.142 .
' STOKES Il
0.01 ROTURA DE LA OLA i -
0.008 :
0.006 |- : -
]
0.004 : -
Limite rotura S'TOKES 1
por fondo
0.002 | -
i H/h=0.78
gT?
0.001
0.0008 -

ONDA CNOIDAL
0.0002

ONDA DE AIRY
0.0001 ' -
0.00008

0.00006 p-

0.00004

0.00003 L1 1 1 111 L1 1 1 1 11111 | I T T I S T A | 1 11
0.0004 0.0001 0.002 0.004 0.006 0.01 n.02 0.04 0.06 01 0.2 0304

gT?
Figura 3.9 Gréfico de Le Mehaute con regiones de validez paré&s teorias de onda
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Se trata de una gréfica logaritmica donde concuardreoria Cnoidal y la Teoria del
Potencial. Dentro de esta Ultima se distingue datfBeoria de Airy, la de Stokes II,
Stokes Il o Stokes IV. Cada una de ellas serauatizcpara una determinada forma de
la ola (proporcional al peralte) en funcion de g encuentre en aguas someras,

transitorias o profundas.

Ejemplo 3.6 Demuestra que% y son parametros adimensionales e
g

gT?

identificalos

Recordando la expresion de la longitud de onda @riebria de Airy (2.24) y su

simplificacion para grandes profundidades (2.29)

gl 2 _
L, = O°=2r
luego H H iE—!_I——itlg

g? 207, 27 L, 27

Es decir, que H/gTcoincide con el peralte de la ola en grandes pndfdades (§

salvo un factor numeérico (142

Lo mismo sucede para la profundidad h (6 d).

Dos rectas nos definen el campo de existenciasdenidas:

- Una recta horizontal puesto que las olas no puésler un peralte superior a
1/7. A partir de ese valor (0.14) se establece exidiheno de rotura
(BREAKING) y dejan de existir como tales.

- Una recta inclinada originada por la condicion oleina por fondo ESOJS) 0

lo que es lo mismo:

H <0782l
gT gT
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Por encima de ese limite las olas rompen nuevamedejando de existir como tales,

por lo gue no es posible aplicarles ninguna tedeianda.

Una tercera recta, la definida pdr=26, nos permite distinguir entre los campos de
validez de la teoria del Potencial y la de Boussjr(enoidal):

2
Uy =|:]—|;< 26 Teoria del Potencial (Onda de Airy, Stokes |, 80K, Stokes lll...)

2
Uy =l:]—|; > 26 Teoria de Boussinesq (Onda Cnoidal, solitaria...)

Ejemplo 3.7 Determina la teoria de onda mas adecauadra las olas de un temporal
caracterizado con los siguientes parametros: H= 5, mi= 10 s, en cuatro
profundidades diferentes&x 5 m, b= 10 m, h= 15 m, h= 40 m. ¢;Con qué altura de

ola podriamos utilizar la Onda de Airy en cada puoididad?

. . . H h . .
Veamos cuales seran los parametre_sﬁ y = con los que determinar el tipo de
g g

teoria de onda:

H 5 5

= = =0.005
gT? 9.8CG 10116

=5 - = 0. -~ Rotura ola = 0. = :
h=5 :z 0.005 -~ R | HTZ 0.000&7H = 0mM7
g g
h,=10 - rT‘z = 0.01 -~ Cnoidal - HTZ ~ 0.00033H= 0183
g g
h,=15 - ?2 = 0.15 - Stokes Ill - HTZ ~ 0.00048H = 0m8
g
h,=40 - :2 = 0.04 ~ Stokes I~ g|'_||'2 ~0.0009= H = 0.9t

85



0.04

0.02

0.01
0.008

0.006

0.004

0.0002

0.0001
0.00008
0.0000€

0.00004
0.00003

Juan José Mufioz

hiL =0.04 hiL = 0.5

Profundidades Transicién Grandes
reducidas | Profundidades
LR : LI VI rrry 1 LILIL Illllll 3 L

] ]
: por peralte :
! HofLo = 0.142 '
! STOKES Il
R ROTURA DE LA OLA ' N

Limite rotura
por fondo

H/h=0.78

/

/

=
T
s

/

ONDA CNOIDAL /

-
=
w
F STl
N
o
L L

4

ONDA DE AIRY

3 F b b

0.0004 0.0001

0.002 0.004 0.006 0.01 noz 004 0.06 0.1 0.2 0304

oT?

3.6 PROBLEMAS RESUELTOS

3.1Demostrar, usando la teoria de Stokes Il, que p&rh— 0 ( aguas somerasg) se

puede escribir:y =%{cos(9)+

3
321

W, Ed:os(ZH)}

Partimos de la expresion generalrdés.5):

n, = %cos(ﬁ) + (ﬂjm[z + ch(2kh)|coq26)

8L

sht(kh)
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Recordemos (ejemplo 2.11) quelim sh(X=x vy que Nim ch pel.

Sustituyendo:

imn, =% codo) s 0| Lo [2+ooen

8L

Sacando factor comd/2 y puesto qué&=2z/L

lim7, = %{cos(@) + ( 7:: j (23];) co 5(28)} 5 {cos(e) + (%COS(ZB)}

Por consiguiente:

lim7, = [cos(ﬁ) 23;72U 005(20)} (g.e.d.)

3.2También con la teoria de Stokes Il, ¢ qué expresaaoptay para kh - o ?

Utilizamos nuevamente la expresion generaj ¢&.5):

H chkh)
7, =M codo) ( H j O o+criznoodz0)
Recordando la definicion de sh y ch y sustituyendo:

sh(x) = (e —e) ch(x):%(ex+e‘x); lime™ _|Imile:0:> lim sh(x) = lim ch(x) =

e*
X — 00 Xﬂooe 00 X — 00 X — 00 2

. H . (7H?) ch(kh)
limz, =lim ECOS(Q)+LITO( o } [2+ ch(2kh)|cod26)

st (kh)

1 _
7(ekh et

: H H? 2 1( o 2kh}

| =—co460 | 2 20

imm =75 e )J{ 8L J“m(l(ekh_ekh)j[ +2(e re™) eod2s)
2
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2kh

o S50 ) ot ko) 2 o+ o

= %{cos( 6)+ (%} [tog Z’)}

3.3Las caracteristicas de unaolaen h=5m son: 56&m y H = 1.0 m. Comparar

los resultados para las teorias de lery 20 orden d

a) Las cotas de la cresta y del seno.
b) Las velocidades de cresta y seno en la superficie

c) Presion en la superficie y en el fondo bajo la des

a) Operamos de manera similar al ejemplo 3.flagdonos en la figura 3.3

De acuerdo con la téoria de Airy o dédrden:

1, =2-8056) =7 cous = 5004 9= 0.5m

=1 e = E:os(n) -0.5m
Con la teoria de Stokes Il (ec. 3.5)

7 ——005(9) (lgll_ j C:;(kh)[2+ch (2kh)]cog26)

De las tablas del apéndice 2.1 (seria conveniamibién practicar con la calculadora)

h/L =5/50 = 0.1= 0.0993- kh =0.624- k= 0.624/5=0.125
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sh (kh) = 0.665
ch (kh) = 1.20
2kh = 1.248-, ch (2kh) = 1.90
- h/Lo = 0.055- Lo = 5/0.055 = 90.9 m

- Lp=90.9m=156T - T=7.63s

_1f 1.20 _
=1 cresta = 2 COS(Q (8[50} 0. 665[ 2+ 191) CdS B)%
1 1+[ﬂﬂ2j 1.20

E_ 8050) 0.665

[2+1.9q4: 0.5 0.125 0.62%

=1 seno [cos(rr+0125]co$ 27)]= 05 0.125 0.375

b) Sean ¢ y u, los valores de la velocidad horizontal en cresgano segun Airy, y
Ut Y Wy idem segun StokeSdtden. Utilizando la formula (2.30) y siguiendo el
ejemplo 2.7

En la cresta (z=0.9=0)

_nt e k(z+ B .

T sk eo8) =2 53" sf Kh  7.63 0.665

e} ciﬁ 0.5+ 5) | e 124 0.77%

En el seno (z=-0.9=n)

_771—|Dch[k(z+ ﬁ]@os(e) ﬂDCIﬁKoers][q y=- Al 116 0-7%

R e 763 s kh 7.63 0.665

Mientras que para Stokes Il , utilizando los rexlds del apartado anterior y la férmula

3.7 obtenemos:

En la cresta (z= 0.62850)
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2
B(HHJ cDCh[Zk( z r)]cos(ZS’) 077+3(
50) 7.63 0.665

L sh* (kh

ﬂjz 50 Dcrﬁz K0.625+ §] _ 098,

En el seno (z=-0.379=n)

3(£J2 50 ¢h| 2k(-0.375+ 9 cof z7)=- 0.72 0.17- 0.5

=u.,+y,=-0.72+>
ha = HaT e 4\ 50) 7.63 0.665

c) La presion total sera la suma de la hidrostatiés la sobrepresion dinamica:
- Airy, ver ecuacion (2.34)

- En la superficie

- - kg _
Prigrostatica = £92=1025 /ns EQ% 00n= 0

p+=pgr7M—1oz5k/ 0.8, 00,15 5ho. 125(0& 3 52180/

ch(kh)

Prota = Pridrostaica™ P =0+ 5214= 521%2

- En el fondo

k
phidrostética = pgz: 1025 %3 [98%2 Dan: 5022%/”‘?

. ch[k kg cho.125-5+ §]
p'=pgp———— D 1025/ EBSP/ 00.510 N = sozﬁ%ﬁ

Pota = Prigrostatica™ P = 90225+ 5023- 5524%2

- Stokes Il, ver ecuacion (3.11)

- En la superficie
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= pgz= kg _
phidrostética - ng— 1025 /n3 [9% Oom= 0

Pi = Plany +2 pg ™" toh| kd{ 2K 2 Di——l}cos( m)-—;pg"HZ top WY [2 &2 b J}:

8 L shiP(k| sA(kh 3 L sh( K L
2 2[0.1257(0.625
— o' + Lo gtlE 0554 % 1.90__1_ ol ( D_, |l -
V8 50 0.665| [ 0.665 50
=5214+ 98.§ 11.9 0.0004& 524 11%6 6%2
ptotal,ll = F%idrostéticall + pl+l :O+6390: 639%2
- En el fondo
Phidrostatica = £ 9Z= 1025k%3 [9% Lam= 5022§/rﬁ
e_ . .3 gaH?tgh[kH [cH2K z B 1 1 aH? wh K [2 k2)h | _
pII - pairy +_pg - COS( 29)——,0g ch - =
8 L stP(kh| sh(kh 3 8 L sh( K L
2 2[0.125)¢ 5+ 5
= p', +1p02500 &AL 0554 % L0 _ 3 [ €5 94l _
V8 50 0.665| [ 0.665 50

=5023+98.§11.9- 0.p= 5028 1176 61%2

ptotal,ll = gﬁidrostéticall + prl :50225+ 6199: 5642%2

En resumen:
Presion en N/f | Presién en Kp/cm| Diferencia
Airy | Stokes II| Airy | Stokes I (%)
Superficie (z=0) | 5214 6390 0.06 0.06 18.4
En el fondo (z=-5) 55248| 56424 0.55 0.56 2.1
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3.7 Calcula el Flujo de Energia para la ola del ejer@icanterior

Usando las ec. 2.35, 2.36 y 2.37

Las celeridades de onda y de grupo valen:

c=E=50 _g55m/s =S 1+ kh | 6'55[€1+ 1'243: 0.8916.55 5.88 ¢
T 7.63 2 sh( 2k 2 1.59

El flujo de energia:

Ef = ELE, =%,09H2Ek5 =%D025[9.811D5.8% 1256 MO 5.88 732vatios

3.8 ¢ Existe un desplazamiento neto de una particulaadea en la superficie al
cabo de un ciclo completo (durante un T)? Calculagpara la misma onda de

los dos casos anteriores

En la realidad, todo cuerpo que flota en la supierflel mar avanza mas de lo que

retrocede con el paso de cada onda y por ello doatdanente en la orilla.

El desplazamiento neto durante un periodo seréaeskgperimenta la particula de agua
tras el paso de una onda completa. Por ejemplantiuel tiempo que tarda la particula
en ocupar dos veces consecutivas una cresta manEsdecir, es lo mismo que

calcular el desplazamiento neto experimentado enexialo desdé=0 ab=nx.

- Para la teoria de Airy, la posicién de una paltiwiene dada por la ec. 2.32

Xy = [ uclt= —%M&el{ joc 0 }= —ﬂzgﬂm seff)

sh( kh sif ki
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Por tanto, el desplazamiento total de una partidelagua en el eje horizontal o X viene
dado por la sumatoria (la integral) de sus respe&g{posiciones. En el caso particular de
la superficie (z=0) dicho desplazamiento neto sera:

gf” dt——ﬂE—l—Eﬁser@n ~ sef0)]=0

A|ry

Légico, puesto que la expresion es periodica atdegr del seno de

Sin embargo, la expresion de la posicion X segiedda de Stokes 1l (ec. 3.9) es:

szairy+

mH? 1 _ 3ch[2k(z+ h] mH Y ct _ch2 Kz )]
8L shz(kh){l 2 SR(Kh }ser(29)+( Lj S

Donde podemos apreciar que el tltimo término npee®dico pues no depende ni del

seno ni del coseno @de En cambio es funcidn lineal del tiempo

Asi pues, y nuevamente en la superficie (z=0):

_2r_(mH ot ch[2k(z+ h] _( 710V 655 ch(2kh)|
A SRS I Udt_( JED s (kh) _( 50 J [ﬂDSﬁ(kbL:O

6=0

001293;8£(T (= 0.05817.68 0.42

Vemos pues que la formulacion de Stokes Il si pnealgelizar el transporte de masa,
mientras que la teoria de Airy no era capaz de Ehmuestro caso particular, cualquier
cosa que flotara en el mar avanzaria hacia lad¥il2 metros cada 7.63 segundos. Es

decir, se moveria con una velocidad media de 5/Segm

3.9 La presion en una columna de agua al paso de unaarmnoidal es funcion de
la velocidad del fluido en cada punto. Su formuléa tedrica, sumamente
compleja, no se ha visto en este capitulo. Encuantuna expresion

aproximada en base a la presion hidrostatica.

Recordemos que el origen de coordenadas para éaomuddal se ubica en el fondo del

mar y que se utiliza la variabjepara la coordenada vertical. La presidén para uropun

93



Juan José Mufioz

situado a una altura y sobre el fondo al paso deamdla cnoidal de altusg , podria

aproximarse por la altura de agua encima suyo

Ye

Yt

y fondo

Observando la figura:

p=pm{y-Y)

3.10 Un sensor detecta la presencia de un tsunami al @mmo de la plataforma
continental, a 100 km de la costa y a 200 metrospdafundidad. Si se avisa
por radio inmediatamente a Proteccién Civil, ¢dearo tiempo se dispone
para ejecutar el protocolo? ¢ Crees que la evacaadie los pueblos costeros

deberia ser una medida a incluir en dicho protoc®lo

Podemos asimilar la plataforma continental a umaligate de pequefia inclinacion. Si
ubicamos los ejes coordenados en la superficiendely al inicio del talud continental,

la plataforma tendra la ecuacion de una réctamx + hy

Cuando =0 - 200 = 200= b

-200
=m

Para x=100000 - h=0 = =
100000

m= — 0.002
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h=200m

plataforma continental

“__talud continental

Sustituyendo:

h=mx+b = h=-0.0020x% 200
Por tanto, la celeridad del tsunami al dependéda geofundidad depende asimismo de
la posicion x. En nuestro caso:

100000

_ dx o rdx_ dx
- o Do 0 oo e [Fe BTG

Realizamos un cambio de variable

mx+ b=u O niddx du

100000
dx

=] James Vol T

15
v ¢

=- 319 & 14)F 45%#g

j %n_ 1 gfu_%du

{00000

_ 2 —
- —0.002\/?8\/(

Se dispone aproximadamente de 1 hora y 15 minat@sgpecutar el protocolo.
Comentario:

Estas olas que en alta mar no suelen superar laitodson imperceptibles por su gran
longitud de onda. No vienen solas pese a que pacalsulo se utilice la teoria de la
onda solitaria. Tienen replicas con un periodoa@g®la entre 15 y 30 minutos. Se
peraltan en cuanto llegan a la plataforma contaieatcanzando alturas de hasta 15 6
20 metros, rompiendo por tanto en profundidade®0de 25 metros. Eso significa una

distancia de mas de 10 km de la orilla para pentekettel fondo de 0.002 como la de
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nuestro caso. Lo que llega a la orilla es una grasa de agua que puede superar los 3-
4 metros de altura y con unas velocidades del aldeéha 5 m/s. Esta avenida viene
precedida de una rapida retirada del mar que in@defa a algunos peces en seco. Dado
el escaso margen de tiempo de que se disponeessuggtesto, no parece recomendable
proceder a una evacuacion improvisada de una gialagon. Una vez habilitada una
red de sensores para deteccién de tsunamis, seguéegna campafa de enseflanza que
permita a los ciudadanos identificar el peligroimismo, deberian practicarse de
manera periodica una serie de simulacros que leadila poblacion a dirigirse a zonas

seguras como, por ejemplo, las azoteas de ediftasnas de dos pisos de alto.
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Costas del momento. Consiste en dos tomos con capitulos. Las teorias de
oleaje regular estan comprendidas en el capitulidlethanics of wave motion”.
Comprende una apartado “Literature cited” donde dpoe encontrarse las

referencias de trabajos histéricos mencionados aqui

- Coastal Engineering Manual (CEM, 2004). United Stas Army Corps of
Engineers. Coastal Engineering Research Center (CER, Vicksburg,
Mississippi. EM 1110-2-1100

Version electronica del SPM, mucho mas extensastpual dia de manera
perioddica, y que puede descargarse gratuitamenfermato pdf de la pagina web

http://chl.erdc.usace.army.miEl capitulo de “Water wave mechanics” serid-él |

- Waves, tides and shallow-water processes (1989). .Edutterworth-

Heinemann asociada con la Open University. Exetetunited Kingdom

Excelente libro desde el punto de vista didactigne no profundiza en los
desarrollos fisico-matematicos por estar dirigidaura pablico multidisciplinar.
Incluye cuestiones tedricas sencillas y algunosciejes resueltos sumamente

clarificadores.

-  Water Wave Mechanics for Engineers and Scientists1991). Robert G.
Dean and Anthony Dalrymple. World Scientific Pub.,Teaneck, NJ (USA)
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Un libro de consulta imprescindible para todo aqued desee profundizar en los

fundamentos matematicos de las diferentes teoeiasndas.

- Java Applets for Coastal Engineering. Robert A. Dalymple. University of

Delaware, http://www.coastal.udel.edu/faculty/rad/

Esta pagina contiene un listado de pequefios pragrdmexcelente uso pedagdogico
en la Ingenieria de Costas. Para evitar las |lel#ssargas, pueden instalarse en el
propio ordenador personal. Entre otras aplicaciosescluyen los calculos de

onda lineal, solitaria, superposicion de ondas §aiwlgrupo y estacionaria), etc.
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